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Маценко В.Г.

Узагальнення моделi типу Скеллама з немонотонною функцiєю

розмноження

Розглянуто узагальнення дискретної моделi Скеллама, яке володiє перiодичними режи-
мами, для немонотонної функцiї розмноження. Вивчено питання iснування стацiонарних i
перiодичних розв’язкiв моделi та їх стiйкiсть. Наведено комп’ютернi розрахунки динамiки
чисельностi популяцiй.
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Yuriy Fedkovych Chernivtsi National University, Chernivtsi, Ukraine

e-mail: v.matsenko@chnu.edu.ua

Вступ

Дискретнi моделi, зокрема моделi Скеллама, мають широке застосування при ви-
вченнi динамiки бiологiчних популяцiй iз неперекривними поколiннями [1, 2]. Рiст їхньої
чисельностi вiдбувається в окремi фiксованi моменти часу. До таких популяцiй можна
вiднести дрiбних гризунiв, багатьох комах з однорiчною генерацiєю, однорiчнi рослини.
Їх дорослi особини, що розмножуються впродовж року, живуть недовго i до появи на
свiт нового поколiння припиняють своє iснування.

Математичнi моделi динамiки таких популяцiй пов’язують їх чисельностi Nt+1 в
момент часу t+ 1 з чисельностями в попереднi моменти часу i в простiшому випадку –
це дискретнi рiвняння вигляду

Nt+1 = f(Nt)Nt, t = 0, 1, . . . , (1)

де Nt – чисельнiсть популяцiї в момент часу t; f(·) – гладка функцiя дiйсного аргументу,
яка вiдображає простiр R+ = [0,∞) в R+.

Функцiя

f(Nt) =
Nt+1

Nt
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– це коефiцiєнт природного вiдтворення, або коефiцiєнт розмноження. Вона визначає
середню кiлькiсть потомкiв, що припадає на одну особину, яка iснувала в момент часу
t. Це єдиний показник, що виражає характер процесiв виживання i народжування в
дискретних моделях.

У припущеннi, що вплив саморегулюючих внутрiшньопопуляцiйних факторiв з ро-
стом чисельностi тiльки посилюється, коефiцiєнт розмноження описується монотонно
спадними функцiями.

У моделi Рiкера коефiцiєнт розмноження – це експоненцiально спадна функцiя, а у
моделi Скеллама – це спадна гiперболiчна функцiя вигляду [1]

f(Nt) =
a

b+Nt

,

де параметр a задає найбiльше значення розмноження, а параметр b описує вплив са-
морегулюючих факторiв на динамiку дискретної популяцiї.

У працi [3] вивчаються узагальнення моделi Скеллама для функцiй розмноження
вигляду

f(Nt) =
a

b+N2
t

, f(Nt) =
aNt

b+N2
t

.

Показано, що для цих двох функцiй при певних спiввiдношеннях мiж параметрами
спостерiгається лише монотонна стабiлiзацiя чисельностi популяцiї до деякого стацiо-
нарного рiвня.

Проте на практицi часто виникають перiодичнi режими. Iснування перiодичних ре-
жимiв рiзних перiодiв та їх дослiдження проведено в працi [4] для монотонної функцiї
розмноження вигляду

f(Nt) =
a

b+N3
t

.

Але функцiя f(Nt) не завжди монотонна. Як показують численнi екологiчнi спосте-
реження динамiки чисельностi популяцiй, при малих Nt вона може бути зростаючою,
а при великих Nt – спадною. Це має мiсце коли, наприклад,

f(Nt) =
aNt

b+N4
t

.

Тодi модель (1), у цьому випадку, набуває вигляду

Nt+1 =
aN2

t

b+N4
t

≡ F (Nt), t = 0, 1, . . . , a, b > 0. (2)

Параметри a та b мають той самий екологiчний змiст, що описаний вище.
У данiй працi встановлено, що модель (2) має як стацiонарнi, так i перiодичнi

розв’язки рiзних перiодiв, а також режими з хаотичною поведiнкою. Тут розглянуто
також деякi змiни в моделi (2).
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1 Iснування стацiонарних режимiв та їх стiйкiсть

Модель (2) – це нелiнiйне дискретне рiвняння, розв’язок якого в аналiтичнiй формi
знайти не можливо. Тому будемо вiдшуковувати простiшi розв’язки, а саме стацiонарнi
та перiодичнi, i вивчатимемо їх стiйкiсть.

Стацiонарнi розв’язки рiвняння (2) знаходимо зi спiввiдношення

N =
aN2

b+N4
. (3)

Очевидно, що розв’язком цього рiвняння є тривiальне значення N∗
0 = 0.

Ненульовi розв’язки рiвняння (3) знаходяться зi спiввiдношення

N4 = aN − b. (4)

Для знаходження цих розв’язкiв застосуємо графiчний аналiз. Спочатку знайдемо
точку, в якiй функцiї правої та лiвої частин рiвняння (4) мають однаковий кутовий
коефiцiєнт. Це значення N∗, для якого

4N∗3 = a, або N∗ = 3

√
a

4
.

Якщо в точцi N∗ значення правої та лiвої частин рiвняння (4) збiгаються, то це i є
корiнь цього рiвняння, або стацiонарний розв’язок для рiвняння (2). Це має мiсце, якщо

b =
3a

4
3

√
a

4
. При цьому рiвняння (4) має єдиний (кратний) додатний корiнь N∗ = 3

√
a

4
(рис. 1a).

Якщо b >
3a

4
3

√
a

4
, то (4) не має дiйсних коренiв (рис. 1б), а якщо b <

3a

4
3

√
a

4
, то має

два дiйсних рiзних додатних коренi (рис. 1в). Позначимо їх через N∗
1 та N∗

2 .

a) б) в)

Рис. 1. Iснування коренiв рiвняння (4): а) a = 2, b =
3

2
3
√
0.5; б) a = 2, b = 1.5;

в) a = 2, b = 1

Отже, рiвняння (3) завжди має нульовий корiнь, а ненульових додатних, в залежно-
стi вiд значень a та b, може мати один N∗, два N∗

1 , N∗
2 , або не мати жодного.
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Зокрема, при a = 2, b =
3

2
3

√
1

2
, N∗ = 0.7937, при a = 2, b = 1, N∗

1 = 0.5436, N∗
2 = 1,

при a = 2, b = 1.5 ненульових коренiв не iснує.
Проведемо дослiдження стiйкостi стацiонарних режимiв. Для цього знаходимо муль-

типлiкатори стацiонарних точок:

λ =
dF

dN

∣∣∣∣
N∗

=
2aN∗ (b−N∗4)

(b+N∗4)2
.

Оскiльки для нульового розв’язку
dF

dN

∣∣∣∣
N∗

0

= 0, то обчислюємо другу похiдну

d2F

dN2

∣∣∣∣
N∗

0

=
a

b
.

Тодi стiйкiсть нульового розв’язку в другому наближеннi маємо для початкових значень
Nt|t=0 = N0, для яких

a

b
N0 < 0. Для виконання цiєї умови при N0 > 0 завжди можна

пiдiбрати вiдповiднi a та b. Це означає, що нульовий розв’язок завжди локально стiйкий
(рис. 2)

a) б)

в)
Рис. 2. Стацiонарнi стани та їх стiйкiсть. а) a = 2.0, b = 1.5, N0 = {1, 0.7, 0.3},

б) a = 2.0, b = 1.1905507, N0 = {1, 0.9, 0.7937, 0.7, 0.4}, в) a = 2.0, b = 1,
N0 = {1, 0.5436, 1.2, 0.7, 0.4}
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Обчислимо тепер
dF

dN

∣∣∣∣
N∗

. Оскiльки N∗4 = aN∗ − b, то

dF

dN

∣∣∣∣
N∗

=
2 (2b− aN∗)

aN∗ .

Для N∗ = 3

√
a

4
, b =

3a

4
3

√
a

4
знаходимо

dF

dN

∣∣∣∣
N∗

= 1, тому необхiдно зробити додатковi

дослiдження. Для цього обчислюємо

d2F

dN2

∣∣∣∣
N∗= 3

√
a
4

= − b

a

(
3

√
a

4

)2

.

При цьому для поправки xt, де xt = Nt − N∗ з точнiстю до величин третього порядку
малостi маємо рiвняння

xt+1 = xt −
3

4
x2
t , t = 0, 1, 2, . . . .

Очевидно, що при достатньо малих x0 > 0, x1 < x0, а отже, 0 < xt+1 < xt, а для

вiд’ємних x0 маємо |xt+1| > |xt|. Тому коли b =
a

4
3

√
a

4
стацiонарний режим N∗ = 3

√
a

4
напiвстiйкий (рис. 2б).

Дослiдимо тепер стацiонарнi стани N∗
1 , N∗

2 на стiйкiсть. Знайдемо їх мультиплiкатор∣∣∣∣∣ dFdN
∣∣∣∣
N∗

1,2

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ 2b

aN∗
1,2

− 1

∣∣∣∣ .
Ця величина менша за одиницю, якщо

1

2
<

2b

aN∗
1,2

<
3

2

i бiльша за одиницю, якщо
2b

aN∗
1,2

<
1

2
, або

2b

aN∗
1,2

>
3

2
.

Зокрема, при a = 2, b = 1
dF

dN

∣∣∣∣
N∗

1=0.5436

= 1.6792 > 1,

dF

dN

∣∣∣∣
N∗

2=1

= 1,

тому N∗
1 – нестiйкий (рис. 2в).

Для дослiдження N∗
2 на стiйкiсть знаходимо

d2F

dN2

∣∣∣∣
N∗

2=1

= 4. При цьому послiдовнiсть

xt+1 =
1

2

d2F

dN2

∣∣∣∣
N∗

2

x2
t = 2x2

t , t = 0, 1, 2, . . . ,

де xt = Nt−N∗
2 , збiгається до нуля, якщо 2 |x0| < 1, тобто для |x0| <

1

2
. Отже, розв’язок

N∗
2 = 1 – локально стiйкий (рис. 2в).

У випадку, коли N∗
1,2 нестiйкi, можуть з’являтися перiодичнi i хаотичнi розв’язки.
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2 Дослiдження перiодичних режимiв

Спочатку вiдшукаємо перiодичнi розв’язки з перiодом T = 2. Для них Nt+2 = Nt,
t = 0, 1, 2, . . .. Такi розв’язки знаходяться iз системи

N2 = F (N1) ,

N1 = F (N2) ,

або те саме, що з рiвняння
N = F (F (N)). (5)

Це рiвняння, у випадку моделi (2), має вигляд

a3N3
(
b+N4

)2
= b

(
b+N4

)4
+ a4N8,

яке аналiтично не можна розв’язати. Тому застосуємо числовi методи.
Вiзьмемо a = 2, b = 0.5, тодi графiчний аналiз рiвняння (5) показує, що воно має

чотири коренi N∗
1 = 0.2520, N∗

2 = 1.1622, N∗
3 = 0.9028 i N∗

4 = 1.4000 (рис. 3).

Рис. 3. Графiчне визначення коренiв рiвняння (5) при a = 2.0, b = 0.5. N∗
1 = 0.2520,

N∗
2 = 1.1622, N∗

3 = 0.9028, N∗
4 = 1.4000

Два перших з них N∗
1 , N∗

2 – це стацiонарнi розв’язки рiвняння (2), два iнших N∗
3 ̸= N∗

4

– складають перiодичний розв’язок з перiодом T = 2.
Оскiльки мультиплiкатори

dF

dN

∣∣∣∣
N∗

1

= 1.968 > 1,

∣∣∣∣∣ dFdN
∣∣∣∣
N∗

2

∣∣∣∣∣ = 1.143 > 1,

∣∣∣∣∣ dFdN
∣∣∣∣
N∗

3

· dF

dN

∣∣∣∣
N∗

4

∣∣∣∣∣ = 0.435 < 1,

то стацiонарнi розв’язки нестiйкi, а перiодичний з перiодом T = 2 – стiйкий (рис. 4).
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Рис. 4. Нестiйкi стацiонарнi стани. Перiодичний розв’язок рiвняння (2) з перiодом
T = 2 та його стiйкiсть. a = 2.0, b = 0.5, N0 = {0.25202, 0.9028, 1.1, 1.16}

Вiзьмемо тепер iншi значення параметрiв моделi, а саме a = 2, b = 0.3. У цьому
випадку графiк функцiї F (F (N)) поданий на рис. 5 i коренi рiвняння (5) набувають
значень N∗

1 = 0.1502, N∗
2 = 1.2053, N∗

3 = 0.6361, N∗
4 = 1.7451.

Рис. 5. Iснування коренiв рiвняння (5) при a = 2.0, b = 0.3. N∗
1 = 0.1502, N∗

2 = 1.2053,
N∗

3 = 0.6361, N∗
4 = 1.7451

Значення N∗
1 , N∗

2 – це стацiонарнi розв’язки, а N∗
3 , N∗

4 – перiодичний розв’язок з
перiодом T = 2.

Мультиплiкатори стацiонарних станiв

dF

dN

∣∣∣∣
N∗

1

= 1.99 > 1,

∣∣∣∣∣ dFdN
∣∣∣∣
N∗

2

∣∣∣∣∣ = 1.502 > 1,

тому вони нестiйкi (рис. 6). Мультиплiкатор перiодичного розв’язку∣∣∣∣∣ dFdN
∣∣∣∣
N∗

3

· dF

dN

∣∣∣∣
N∗

4

∣∣∣∣∣ = 1.1 > 1,

тому перiодичний розв’язок з перiодом T = 2 теж нестiйкий (рис. 6). Це означає, що
можуть з’явитися перiодичнi розв’язки iнших перiодiв, зокрема, з перiодом T = 4.
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Рис. 6. Нестiйкiсть стацiонарних розв’язкiв та перiодичного розв’язку з перiодом
T = 2 при a = 2.0, b = 0.3

Для знаходження перiодичного розв’язку з перiодом T = 4 маємо рiвняння

N = F (F (F (F (N)))). (6)

Графiчний аналiз коренiв цього рiвняння наведений на рис. 7.

Рис. 7. Розв’язування рiвняння (6) при a = 2.0, b = 0.3. Коренi рiвняння N∗
1 = 0.1503,

N∗
2 = 1.2053, N∗

3 = 0.6361, N∗
4 = 1.7452, N∗

5 = 0.5897, N∗
6 = 1.6522, N∗

7 = 0.7043,
N∗

8 = 1.8168

При a = 2, b = 0.3 рiвняння (6) має 8 коренiв. Два з них – N∗
1 , N∗

2 – визначають
нестiйкi стацiонарнi режими, N∗

3 , N∗
4 складають нестiйкий перiодичний розв’язок iз

перiодом T = 2. Чотири значення N∗
5 = 0.5897, N∗

6 = 1.6522, N∗
7 = 0.7043, N∗

8 =

1.8168 задають перiодичний розв’язок з перiодом T = 4 (рис. 8а). Вiн стiйкий (рис. 8б),
оскiльки його мультиплiкатор∣∣∣∣∣ dFdN

∣∣∣∣
N∗

5

· dF

dN

∣∣∣∣
N∗

6

· dF

dN

∣∣∣∣
N∗

7

· dF

dN

∣∣∣∣
N∗

8

∣∣∣∣∣ = 0.588 < 1,
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a) б)
Рис. 8. а) перiодичний розв’язок з перiодом T = 4, б) його стiйкiсть. a = 2.0, b = 0.3

При змiнi параметрiв a та b перiодичнi розв’язки з перiодом T = 4 перестають
бути стiйкими. Зокрема, при a = 3, b = 0.1 маємо 8 коренiв (рис. 9): двох нестiйких
стацiонарних станiв N∗

1 , N∗
2 , нестiйкого перiодичного розв’язку N∗

3 , N∗
4 з перiодом T = 2

та нестiйкого перiодичного розв’язку N∗
5 = 0.2542, N∗

6 = 0.8591, N∗
7 = 1.8609, N∗

8 =

3.4341 з перiодом T = 4, оскiльки його мультиплiкатор дорiвнює 9.9706 > 1 (рис. 10).

Рис. 9. Графiчна iлюстрацiя розв’язкiв рiвняння (6) при a = 3, b = 0.1. Коренi
рiвняння N∗

1 = 0.0333, N∗
2 = 1.4309, N∗

3 = 0.33503, N∗
4 = 2.9905, N∗

5 = 0.2542,
N∗

6 = 0.8591, N∗
7 = 1.8609, N∗

8 = 3.4341

Рис. 10. Нестiйкiсть перiодичного розв’язку з перiодом T = 4 при a = 3, b = 0.1
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Перейдемо до знаходження перiодичних розв’язкiв iз перiодом T = 3 (Nt+3 = Nt,
t = 0, 1, 2, . . .). Такi розв’язки знаходяться з рiвняння

N = F (F (F (N))). (7)

При a = 3, b = 0.05 рiвняння (7) має 8 коренiв (рис. 11). Два з них задають ста-
цiонарнi точки, якi є нестiйкими, а шiсть iнших визначають два перiодичнi розв’язки з
перiодом T = 3.

Рис. 11. Графiчна iлюстрацiя iснування коренiв рiвняння (7) при a = 3, b = 0.05.
Коренi рiвняння N∗

1 = 0.01666, N∗
2 = 1.4366, N∗

3 = 0.07976, N∗
4 = 0.3814, N∗

5 = 6.1327,
N∗

6 = 0.1061, N∗
7 = 0.6738, N∗

8 = 5.3169

Вони – нестiйкi (рис. 12), оскiльки їхнi мультиплiкатори бiльшi за одиницю.

Рис. 12. Перiодичнi розв’язки рiвняння (2) з перiодом T = 3 при a = 3, b = 0.05 та їх
нестiйкiсть

При a = 3, b = 0.1 теж маємо iснування двох перiодичних розв’язкiв iз перiодом T =

3 (рiвняння (7) має вiсiм коренiв). Але один iз них, що визначається значеннями N∗
3 =

0.1343, N∗
4 = 0.5393, N∗

5 = 4.7269, – стiйкий (рис. 13а), оскiльки його мультиплiкатор
дорiвнює 0.6629 < 1. А другий перiодичний розв’язок (N∗

3 = 0.1495, N∗
4 = 0.6672,

N∗
5 = 4.4791) – нестiйкий (рис. 13б). Його мультиплiкатор λ = 2.603 > 1.
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a) б)
Рис. 13. Перiодичнi розв’язки з перiодом T = 3 при a = 3, b = 0.1. а) N∗

3 = 0.1343,
N∗

4 = 0.5393, N∗
5 = 4.7269 – стiйкий, б) N∗

3 = 0.1495, N∗
4 = 0.6672, N∗

5 = 4.4791 –
нестiйкий

Оскiльки, за теоремою Шарковського [5], з iснування перiодичних розв’язкiв з перi-
одом T = 3 випливає iснування перiодичних розв’язкiв з перiодом T = 5, то знайдемо
їх. Для цього потрiбно знаходити коренi рiвняння

N = F (F (F (F (F (N))))). (8)

При a = 3, b = 0.05 рiвняння (8) має 12 коренiв (рис. 14). Два з них N∗
1 , N∗

2 – нестiйкi
стацiонарнi розв’язки, а десять iнших визначають два перiодичних розв’язки з перiодом
T = 5, це N∗

3 , N∗
4 , N∗

5 , N∗
6 , N∗

7 та N∗
8 , N∗

9 , N∗
10, N∗

11, N∗
12. Обидва вони нестiйкi (рис. 15),

оскiльки їх мультиплiкатори бiльшi за одиницю.

Рис. 14. Коренi рiвняння (8) при a = 3, b = 0.05: N∗
1 = 0.01666, N∗

2 = 1.4366,
N∗

3 = 0.1264, N∗
4 = 0.9537, N∗

5 = 3.1090, N∗
6 = 0.3102, N∗

7 = 4.8713, N∗
8 = 0.1427,

N∗
9 = 1.2127, N∗

10 = 1.9936, N∗
11 = 0.7524, N∗

12 = 4.5838

a) б)
Рис. 15. Нестiйкiсть розв’язкiв рiвняння (2) з перiодом T = 5 при a = 3, b = 0.05.

а) N0 = 0.1264, б) N0 = 0.1427
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Якщо дискретне рiвняння (2) має перiодичнi розв’язки з перiодом T = 3, то, за тео-
ремою про хаос [6], iснують початковi значення N0, для яких розв’язки мають хаотичну
поведiнку (рис. 16).

Рис. 16. Хаотична поведiнка розв’язкiв при a = 3, b = 0.05, N0 = 1

3 Аналiз моделi з монотонною стабiлiзацiєю

Розглянемо модель (2) з кубiчною функцiєю в знаменнику, тобто

Nt+1 =
aN2

t

b+N3
t

≡ F (Nt) , a, b > 0, t = 0, 1, . . . . (9)

Покажемо, що в цiй моделi вже вiдсутнi перiодичнi режими, а має мiсце тiльки
монотонна стабiлiзацiя до деякого стацiонарного рiвня.

Рiвняння (9), крiм нульового розв’язку N∗
0 = 0, має i ненульовi стацiонарнi точки,

якi знаходяться з рiвняння
N3 = aN − b. (10)

Очевидно, що це рiвняння має завжди один дiйсний вiд’ємний корiнь.

Дискримiнант цього рiвняння ∆ =
b2

4
− a3

27
. При цьому, якщо ∆ = 0, тобто b =

2a

3

√
a

3
,

то (10) має три дiйснi коренi, два з яких додатнi i рiвнi мiж собою. При ∆ > 0, тобто

при b >
2a

3

√
a

3
рiвняння (10) не має дiйсних додатних коренiв, якщо ∆ < 0, або те саме,

що b <
2a

3

√
a

3
, то (10) має два дiйсних рiзних додатних коренi N∗

1 < N∗
2 .

Дослiдження стiйкостi стацiонарних точок аналогiчне дослiдженню їх стiйкостi для
рiвняння (2).

Для тривiального стану F ′(0) = 0, тому для величини xt = Nt − N∗
0 з точнiстю до

величин третього порядку малостi маємо

xt+1 = 2
a

b
x2
t ,

що означає локальну стiйкiсть тривiального розвитку для будь-яких a, b > 0.
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Для N∗
1,2 маємо F ′ (N∗

1,2

)
=

4b

aN∗
1,2

− 2. Оскiльки для N∗
2 > N∗

1 виконуються умови

b <
2a

3

√
a

3
i 3N∗2

2 > a, то F ′ (N∗
2 ) =

4b

aN∗
2

−2 <
42a

3

√
a
3

a
√

a
3

−2 =
2

3
< 1, що дає нам стiйкiсть

стацiонарного стану N∗
2 .

Розглянемо тепер приклади числових розрахункiв розв’язкiв рiвняння (9). При a =

3, b = 2.5 iснує тiльки стiйкий тривiальний стан N∗
0 . При a = 3, b = 1.5 рiвняння (9)

має два ненульових стацiонарних розв’язки N∗
1 = 0.5579 i N∗

2 = 1.3844, причому N∗
2

– стiйкий, оскiльки його мультиплiкатор дорiвнює 0.084 < 1, а N∗
1 – нестiйкий (його

мультиплiкатор становить 1.689 > 1). При a = 3, b = 2 стацiонарний стан N∗ = 1

напiвстiйкий. Картина стiйкостi цих стацiонарних станiв така ж сама як на рис. 2.
Перейдемо до знаходження перiодичних розв’язкiв. Спочатку обчислимо цикли з

перiодом T = 2. З умови Nt+2 = Nt, t = 0, 1, . . ., одержуємо рiвняння

b
(
b+N3

t

)3
+ a3N6

t = a3N3
t

(
b+N3

t

)
,

або те саме, що N3
t = aNt − b. А це рiвняння (10), з якого знаходили стацiонарнi

розв’язки. Тобто рiвняння (9) не має циклiв з перiодом T = 2, а отже, за теоремою
Шарковського [5], не iснує i перiодичних розв’язкiв будь-яких iнших перiодiв.

Отже, як висновок, зазначимо, що запропоноване узагальнення (2) моделi Скеллама
з немонотонною функцiєю народжуваностi володiє стацiонарними i перiодичними режи-
мами будь-яких перiодiв. При змiнi параметрiв a та b у цiй моделi спостерiгаються рiзнi
типи поведiнки чисельностi Nt. Однi перiодичнi режими втрачають стiйкiсть, натомiсть
з’являються iншi стiйкi перiодичнi режими. Оскiльки модель має перiодичнi розв’язки
з перiодом T = 3, то iснують i хаотичнi розв’язки. Тобто, вiдносно проста дискретна мо-
дель має досить складну поведiнку розв’язкiв. Результати дослiджень пiдтверджуються
комп’ютерними експериментами.

А для моделi (9), коли змiнили степiнь величини Nt в знаменнику на значення 3, пе-
рiодичнi режими взагалi вiдсутнi, а має мiсце тiльки монотонна стабiлiзацiя розв’язкiв
до деяких стацiонарних точок.
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Matsenko V.G. Generalization of Skellam-type model with non-monotonic reproduction functi-
on, Bukovinian Math. Journal. 13 (1) (2025), 52–65.

Difference equations are used in order to model the dynamics of population with non-
overlapping generations. In the simplest case such equations have the form Nt+1 = f (Nt)Nt,

where Nt > 0 is the population size at a moment of time t, f (Nt) =
Nt+1

Nt
is a coefficient of

natural reproduction.
In Skellam’s model this coefficient has the form of a decreasing hyperbolic function: f (Nt) =
a

b+Nt
, a, b > 0. Parameter a here plays the role of the largest value of the reproduction

coefficient, and b describes the influence of self-regulating mechanisms on population dynamics.
The papers [3, 4] consider a generalization of the Skellam model. It is shown that in the case

when f (Nt) =
a

b+N2
t

and f (Nt) =
aNt

b+N2
t

the models only monotonic stabilization of the

number to some stationary level is observed. If f (Nt) =
a

b+N3
t

, then the model has periodic

solutions of different periods.
This paper studies the behavior of solutions of the generalized Skellam model for a non-

monotonic multiplication function of the form f (Nt) =
aNt

b+N4
t

. It is shown that the equation

Nt+1 = f (Nt)Nt has stationary and periodic solutions of any period. The stability of these
solutions is investigated. In the exponent of the quantity Nt in the denominator or is reduced

to three, than the Skellam model with the function f (Nt) =
aNt

b+N3
t

no longer has periodic

solution, but has only monotonic stabilization to stationary regimes.
The paper presents the results of a number of computer experiments with such generali-

zations of the Skellam model.


