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ПРО ВЛАСТИВОСТI ОДНОГО ЗБУРЕНОГО ДВIЙКОВОГО РЯДУ

This paper investigates the properties of the series a1+a2+...+an+..., where a2k−1 = 1
22k−1 ,

a2k = 1
22k+1

, which is referred to as the perturbed binary series. It is shown that for the tails
of the series, defined as rn = an+1 + an+2 + ... and for the terms of the series, the inequalities

a2k−1 > r2k−1, a2k < r2k

hold for any k ∈ N . These inequalities ensure that the set

E(an) =

{
x : x =

∑
n∈M⊂N

an, M ∈ 2N

}

of all subsums of the series satisfies the necessary conditions for Cantor-type structure, in
particular, nowhere denseness.

Explicit expressions are obtained for the differences an − rn, which characterize the lengths
of certain intervals adjacent to the set E specifically the intervals of the form (r2k−1; a2k−1)

as well as the overlaps of cylindrical segments ∆c1...cm = [u; v], where (c1, ..., cm) is an ordered
tuple of zeros and ones, u = c1a1 + ...+ cmam, v = u+ rm.

The asymptotic behavior of the ratio rn−an

rn−1
, is described; it reflects the progressive “reduc-

tion” of overlaps and “gaps” in the corresponding cylindrical segments.
Several other properties of the given series are also established.
Key words and phrases: subsum set of a series, cylinder sets, gaps (adjacency intervals) in

the subsum set, overlaps of cylinder sets, Cantorval.
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Вступ

Одним з магiстральних напрямiв розвитку геометрiї числових рядiв є тополого-
метричний аналiз множин їх неповних сум (пiдсум) [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11,
12, 13, 15, 14, 16, 17]. Результати таких дослiджень важливi для теорiї сингулярних
ймовiрнiсних мiр, нескiнченних згорток Бернуллi, теорiї локально складних функцiй,
теорiї фракталiв.
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Нагадаємо, що множиною неповних сум (пiдсум) збiжного числового ряду

a1 + a2 + ...+ an + ... = a1 + a2 + ...+ an + rn = r0

називається множина

E(an) = {x : x =
∑

n∈M⊂N

an =
∞∑
n=1

εnan, (εn) ∈ {0, 1}, M ∈ 2N}.

Добре вiдомо, що множина неповних сум абсолютно збiжного ряду є обмеженою, конти-
нуальною, досконалою множиною, симетричною вiдносно точки r0

2
. Також вiдомо, що

iснує лише три топологiчнi типи множин пiдсум з монотонною послiдовнiстю членiв.
Це скiнченне об’єднання вiдрiзкiв; множина, гомеоморфна класичнiй множинi Кантора;
канторвал. У загальнiй постановцi задача встановити топологiчний тип множини непов-
них ряду є непростою. Сьогоднi вiдомi необхiднi i достатнi умови належностi множини
пiдсум ряду до першого типу (теорема Какея), але невiдомi критерiї канторвальностi
та нiде не щiльностi множини пiдсум ряду. I лише у доволi вузьких класах її вдається
вичерпно розв’язати. В переважнiй бiльшостi це класи мультигеометричних рядiв
(зрозумiло, що iснують виключення). Очевидним є те, що коли an = 2−n,тобто коли
ряд є класичним двiйковим, E(an) = [0; 1]. Якщо an = 2 · 3−n, то множиною неповних
сум вiдповiдного ряду є класична множина Кантора – один з найпростiших прикладiв
лiнiйних фракталiв (нiде не щiльна множина нульової мiри Лебега).

Дана робота присвячена властивостям збiжного додатного ряду

r0 =
∞∑
n=1

an =
1

2
+

1

22 + 1
+

1

23
+

1

24 + 1
+ . . .+

1

22k−1
+

1

22k + 1
+ . . . , (1)

1 =
∞∑
k=1

1

2k
> r0 ≈ 0, 94582279, a2k−1 =

1

22k−1
, a2k =

1

22k + 1
,

якi мають суттєво спростити для нього доволi непросту задачу про тополого-метричнi
властивостi множини пiдсум. Цей ряд ми називаємо збуреним двiйковим.

Remark 1. Очевидною є рiвнiсть:
1

2n + 1
=

1

2n
− 1

2n(2n + 1)
⇔ 1

2n
=

1

2n + 1
+

1

2n(2n + 1)
. (2)

Lemma 1. Має мiсце спiввiдношення

14

15
< r0 = 1−

∞∑
k=1

1

4k(4k + 1)
. (3)

Proof. Оскiльки (див. (2))
1

22k
− 1

22k + 1
=

1

22k(22k + 1)
⇔ 1

22k + 1
=

1

22k
− 1

22k(22k + 1)
, (4)

то

r0 =
1

2
+ (

1

22
− 1

22(22 + 1)
) +

1

23
+ (

1

24
− 1

24(24 + 1)
) + . . . =

=
∞∑
k=1

1

2k
−

∞∑
k=1

1

4k(4k + 1)
= 1−

∞∑
k=1

1

4k(4k + 1)
> 1−

∞∑
k=1

1

16k
=

14

15
.
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1 Спiввiдношення мiж членами та залишками ряду

Theorem 1. Для будь-якого натурального k виконуються нерiвностi

a2k−1 > r2k−1, a2k < r2k.

Proof. Оскiльки

r2k−1 =
1

22k + 1
+

1

22k+1
+

1

22k+2 + 1
+

1

22k+3
+ . . . <

∞∑
i=0

1

22k+i
=

1

22k−1
= a2k−1,

то a2k−1 > r2k−1.
Доведемо другу нерiвнiсть. Спочатку розглянемо

r2 = r0 − a1 − a2 = r0 −
1

2
− 1

5
>

14

15
− 7

10
=

28− 21

30
=

7

30
>

1

5
= a2.

Тепер розглянемо загальний випадок. Доведемо, що

a2k =
1

22k + 1
<

1

22k+1
+

1

22k+2 + 1
+

1

22k+3
+

1

22k+4 + 1
+ . . . = r2k.

Використовуючи рiвнiсть (4), остання нерiвнiсть набуває вигляду

1

22k + 1
<

1

22k+1
+ (

1

22k+2
− 1

22k+2(22k+2 + 1)
) +

1

22k+3
+ (

1

22k+4
− 1

22k+4(22k+4 + 1)
) + . . .

Вона рiвносильна нерiвностям

1

22k + 1
<

1

22k
−

∞∑
k=1

1

22k · 22m(22k+2m + 1)
,

1

22k

∞∑
m=1

1

22m(22k+2m + 1)
<

1

22k
− 1

22k + 1
=

1

22k(22k + 1)
,

∞∑
k=1

1

22m(22k+2m + 1)
<

1

22k + 1
. (5)

Остання нерiвнiсть рiвносильна нерiвностi a2k < r2k. Доведемо нерiвнiсть (5). Оскiльки

22(22k+2 + 1) > 22k+4 ⇔ 1

22(22k+2 + 1)
<

1

22k+4
,

24(22k+4 + 1) > 22k+8 ⇔ 1

24(22k+4 + 1)
<

1

22k+8
,

....................................

22m(22k+2m + 1) > 22k+4m ⇔ 1

22m(22k+2m + 1)
<

1

22k+4m
.

....................................
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Тому
∞∑

m=1

1

22m(22k+2m + 1)
<

1

22k

∞∑
m=1

1

2m
=

1

22k
· 1

15
.

Тепер порiвняємо вирази 1
15·22k i 1

22k+1
, розглянувши рiзницю

1

22k + 1
− 1

15 · 22k
=

15 · 22k − 22k − 1

15 · 22k(22k + 1)
=

14 · 22k − 1

15 · 22k(22k + 1)
> 0.

Отже,
1

15 · 22k
<

1

22k + 1
i

∞∑
m=1

1

22m(22k+2m + 1)
<

1

22k + 1
.

Таким чином, a2k < r2k. Теорему доведено.

Corollary 1. Для будь-яких натуральних k i m виконуються нерiвностi:

a2k−1 > a2k + a2k+1 + . . .+ a2k+m.

Theorem 2. Мають мiсце рiвностi

r2k−1 = a2k−1 −
1

4k

∞∑
m=0

1

4m(4k+m + 1)
, r2k =

1

4k
− 1

4k

∞∑
m=1

1

4m(4k+m + 1)
.

Proof. Використовуючи рiвнiсть (2), виразимо

r2k−1 =
1

22k + 1
+

1

22k+1
+

1

22k+2 + 1
+

1

22k+3
+ . . . =

=(
1

22k
− 1

22k(22k + 1)
) +

1

22k+1
+ (

1

22k+2
− 1

22k+2(22k+2 + 1)
) + . . . =

=
∞∑
n=0

1

22k+n
−

∞∑
m=0

1

4k+m(4k+m + 1)
=

1

22k−1
− 1

4k

∞∑
m=0

1

4m(4k+m + 1)
=

=a2k−1 −
1

4k

∞∑
m=0

1

4m(4k+m + 1)
;

r2k =
1

22k+1
+

1

22k+2 + 1
+

1

22k+3
+

1

22k+4 + 1
+ . . . =

=
1

22k+1
+ (

1

22k+2
− 1

22k+2(22k+2 + 1)
) +

1

22k+3
+ (

1

22k+4
− 1

22k+4(22k+4 + 1)
) + . . . =

=
∞∑
n=1

1

22k+n
−

∞∑
m=1

1

4k+m(4k+m + 1)
=

1

22k
− 1

4k

∞∑
m=1

1

4m(4k+m + 1)
=

=
1

22k + 1
+

1

22k+1(22k+1 + 1)
− 1

4k

∞∑
m=1

1

4m(4k+m + 1)
=

=a2k +
1

22k+1(22k+1 + 1)
− 1

4k

∞∑
m=1

1

4m(4k+m + 1)
=

=a2k +
1

4k
(

2

2 · 4k + 1
−

∞∑
m=1

1

4m(4k+m + 1)
).
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Corollary 2. Мають мiсце рiвностi

a2k−1 − r2k−1 =
1

4k

∞∑
m=0

1

4m(4k+m + 1)
,

r2k − a2k =
1

4k
(

2

2 · 4k + 1
−

∞∑
m=1

1

4m(4k+m + 1)
).

Lemma 2. Якщо для довiльного збiжного додатного ряду

∞∑
n=1

an = a1 + ...+ ak + rk = Sk−1 + ak + Sk,m + rk+m

з монотонно спадними членами для деякого k виконується нерiвнiсть rk > ak, то iснує
таке m = m(k), що

Sk,m ≡ ak+1 + ak+2 + ...+ ak+m > ak.

Proof. Оскiльки rk > ak, то rk − ak ≡ c = const > 0. Тодi

rk − ak = Sk,m − ak + rk+m = c > 0.

Звiдки
Sk,m − ak = c− rk+m.

Оскiльки ряд збiжний, а його члени ak+m (m = 1, 2, ...) утворюють строго спадну
послiдовнiсть, то послiдовнiсть (rk+m) є строго спадною нескiнченно малою.

Взявши rk+m < c, отримаємо Sk,m > ak. Лему доведено.

Corollary 3. Для будь-якого натурального k iснує таке m = m(k), що для членiв ряду
(1) виконується нерiвнiсть a2k+1 + a2k+2 + ...+ a2k+m > a2k.

Remark 2. Теорема засвiдчує виконання необхiдних умов канторвальностi (як i нiде
не щiльностi) множини неповних сум ряду (1).

2 Щiлини та перекриття

Definition 1. Нехай (c1, c2, ..., cm) – впорядкований набiр нулiв та одиниць. Вiдрiзок

[a; b], де a =
m∑
i=1

ciai, b = a+ rm, називається цилiндричним вiдрiзком рангу m з основою

c1c2...cm i позначається ∆c1c2...cm .

Безпосередньо з означення випливають наступнi властивостiцилiндричнихвiдрiзкiв.
1. Всi цилiндри рангу m мають рiвну довжину rm, яка прямує до нуля з ростом m.
2. Має мiсце вкладення: ∆c1...cmi ⊂ ∆c1...cm .
3. Для будь-якої послiдовностi (cn) нулiв та одиниць послiдовнiсть вкладених цилi-

ндричних вiдрiзкiв стягується в точку множини пiдсум ряду.
4. min∆c1...cm0 < min∆c1...cm1.
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Цилiндричнi вiдрiзки ∆0 = [0; r1] i ∆1 = [a1; r0] першого рангу не перекриваються,
оскiльки r1 < a1. Iнтервал (r1; a1) є сумiжними з множиною E(an), його називатимемо
щiлиною рангу 1.

Для цилiндричних вiдрiзкiв рангу 2 маємо перетини:

∆00 ∩∆01 = [a2; r2], ∆10 ∩∆11 = [r0 − r2; r0 − a2].

Аналогiчно,
∆c1...c2k−10 ∩∆c1...c2k−11 = [c+ a2k; c+ r2k],

де c = c1a1 + ...+ c2k−1a2k−1.
Легко довести наступне загальне твердження, що стосується всiх збiжних додатних

рядiв з монотонною послiдовнiстю членiв, включаючи ряд (1).

Lemma 3. Кожен iнтервал (r2k−1; a2k−1) є сумiжним з множиною E пiдсум ряду (1).

Proof. Те, що an i rn належать E очевидно. Розглянемо довiльне число x з множини E,

тобто x =
∞∑
n=1

εnan, де (εn) ∈ L.

Якщо εi = 1 для деякого i ≤ 2k − 1, то x ≥ ai > a2k−1. Тому x /∈ (r2k−1; a2k−1).
Якщо εi = 0 для всiх i ≤ 2k − 1, але εi = 1 для всiх i > 2k − 1, то x = r2k−1 =

a2k + a2k+1 + .... Якщо ж деяке ε2k−1+i = 0, то x < r2k−1.
Отже, x /∈ (r2k−1; a2k−1). З довiльностi вибору x отримуємо (r2k−1; a2k−1)∩E = ∅.

Corollary 4. Для довiльного натурального k маємо (r0 − a2k−1; r0 − r2k−1) ∩ E = ∅.

Дане твердження слiдує з симетричностi множини пiдсум ряду вiдносно точки r0
2
.

Remark 3. Оскiльки згiдно з наслiдком з теореми

a2k−1 − r2k−1 =
1

4k

∞∑
m=0

1

4m(4k+m + 1)
,

то мiра Лебега множини E(an) задовольняє нерiвнiсть

λ(E(an)) < r0 − 2
∞∑
k=1

(a2k−1 − r2k−1) = r0 −
2

4k

∞∑
m=0

1

4m(4k+m + 1)
.

Ця груба оцiнка мiри Лебега множини E є наслiдком її симетрiї вiдносно точки r0
2
.

3 Асимптотична поведiнка перекриттiв та щiлин

Lemma 4. Для членiв та залишкiв ряду (1) має мiсце рiвнiсть

lim
k→∞

rn
an

= 1.
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Proof. Розглянемо спочатку вiдношення

r2k+1

a2k+1

=
22k+1

22k+2 + 1
+

22k+1

22k+3
+

22k+1

22k+4 + 1
+

22k+1

22k+5
+ . . . =

=(
1

22
+

1

24
+

1

26
+ . . .) + 22k+1 ·

∞∑
m=1

1

22k+2m + 1
=

=
1

3
+ 22k+1

∞∑
m=1

(
1

4k+m
− 1

4k+m(4k+m + 1)
) =

=
1

3
+ 22k+1 · 1

4k

∞∑
m=1

1

4m
− 22k+1

∞∑
m=1

1

4k+m(4k+m + 1)
=

=
1

3
+

2

3
− 2 ·

∞∑
m=1

1

4m(4k+m + 1)
=

=1− 2 ·
∞∑

m=0

1

4m(4k+m + 1)
→ 1 (k → ∞).

Тепер розглянемо вiдношення

r2k
a2k

=
22k + 1

22k+1
+

22k + 1

22k+2 + 1
+

22k + 1

22k+3
+

22k + 1

22k+4 + 1
+ . . . =

=
22k + 1

22k+1

∞∑
m=0

1

22m
+ (4k + 1) ·

∞∑
m=1

1

4k+m + 1
=

=
2

3
(1 +

1

4k
) + (4k + 1)

∞∑
m=1

(
1

4k+m
− 1

4k+m(4k+m + 1)
) =

=
2

3
(1 +

1

4k
) +

4k + 1

4k

∞∑
m=1

1

4m
− 4k + 1

4k

∞∑
m=1

1

4m(4k+m + 1)
=

=1 +
1

4k
− (1 +

1

4k
)

∞∑
m=1

1

4m(4k+m + 1)
→ 1 (k → ∞),

оскiльки 1
4m(4m+k+1)

< 1
42m·4k .

Theorem 3. Мають мiсце спiввiдношення

a2k+1 − r2k+1

r2k
=

1− r2k+1

a2k+1

1 + r2k+1

a2k+1

→ 0 (k → ∞), (6)

r2k − a2k
r2k−1

=

r2k
a2k

− 1
r2k
a2k

+ 1
→ 0 (k → ∞). (7)

Proof. Оскiльки
a2k+1 − r2k+1

r2k
=

a2k+1 − r2k+1

a2k+1 + r2k+1

=
1− r2k+1

a2k+1

1 + r2k+1

a2k+1

,

r2k − a2k
r2k−1

=
r2k − a2k
r2k−1 + a2k

=

r2k
a2k

− 1
r2k
a2k

+ 1
,

то враховуючи лему 4, отримуємо (6) i (7).
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У роботi вивчаються властивостi ряду a1+a2+...+an+..., де a2k−1 = 1
22k−1 , a2k = 1

22k+1
,

який названо збуреним двiйковим. Встановлено, що для залишкiв rn = an+1 + an+2 + ...
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i членiв ряду виконуються нерiвностi a2k−1 > r2k−1, a2k < r2k для довiльного k ∈ N , а це
забезпечує виконання необхiдних умов канторвальностi (як i нiде не щiльностi) множини

E(an) =

{
x : x =

∑
n∈M⊂N

an, M ∈ 2N
}

всiх пiдсум ряду.

Отримано вирази рiзниць an − rn, що характеризують довжини деяких сумiжних з
множиною E iнтервалiв (r2k−1; a2k−1) та перекриття цилiндричних вiдрiзкiв: ∆c1...cm =

[u; v], де (c1, ..., cm) – впорядкований набiр нулiв та одиниць u = c1a1+...+cmam, v = u+rm.
Описано асимптотичну поведiнку вiдношення rn−an

rn−1
, яке характеризує процес “змен-

шення” долi перекриттiв та “щiлин” у вiдповiдних цилiндричних вiдрiзках. Встановлено
низку iнших властивостей даного ряду.


