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ДОСЛIДЖЕННЯ МАЙЖЕ ПЕРIОДИЧНИХ РIЗНИЦЕВИХ РIВНЯНЬ З
ДИСКРЕТНИМ АРГУМЕНТОМ, ЩО НЕ ВИКОРИСТОВУЄ H-КЛАСИ

ЦИХ РIВНЯНЬ

Отримано умови iснування майже перiодичних розв’язкiв лiнiйних i нелiнiйних майже
перiодичних рiзницевих рiвнянь, що не використовують H-класи цих рiвнянь.

We obtain conditions for the existence of almost periodic solutions of linear and nonlinear
almost periodic difference equations which does not use the H-classes of these equations.

1. Основнi позначення та задача. Нехай
Z – множина всiх цiлих чисел, R – множина
всiх дiйсних чисел i E – банаховий простiр
з нормою ‖ · ‖E. Позначимо через M бана-
ховий простiр двостороннiх послiдовностей
x = (xn)n∈Z, де xn ∈ E, для кожної з яких

sup
n∈Z

‖xn‖E < ∞,

з нормою

‖x‖M = sup
n∈Z

‖xn‖E

i нульовим елементом 0.
У просторi M визначимо оператор зсуву

Sm, m ∈ Z, формулою

(Smx)n = xn+m, n ∈ Z. (1)

Елемент y ∈ M називається майже перiо-
дичним (за Бохнером) (див. [1]), якщо зами-
кання множини {Smy : m ∈ Z} у просторi M
є компактною пiдмножиною цього простору.

Множина B майже перiодичних елемен-
тiв простору M є пiдпростором цього прос-
тору з нормою

‖x‖B = ‖x‖M.

Нехай Ω – область простору E i K – мно-
жина всiх непорожнiх компактних пiдмно-
жин K ⊂ Ω.

Визначимо вiдображення F : Ωm+1 → M
формулою

F(x0, x1, . . . , xm) = (Fn(x0, x1, . . . , xm))n∈Z,

де (x0, x1, . . . , xm) ∈ Ωm+1 i Fn : Ωm+1 → E,
n ∈ Z, – неперервнi вiдображення.

Будемо вважати, що F задовольняє умо-
ви:

1) F(x0, x1, . . . , xm) як векторна функ-
цiя зi значеннями в M неперервна по
(x0, x1, . . . , xm) на Ωm+1 i, отже, рiвномiр-
но неперервна по (x0, x1, . . . , xm) на кожнiй
множинi Km+1, де K ∈ K (див., наприклад,
[2, с. 112]);

2) F(x0, x1, . . . , xm) – майже перiодична
рiвномiрно по (x0, x1, . . . , xm) на кожнiй мно-
жинi Km+1 (K ∈ K) послiдовнiсть.

Неважко показати, що для кожної мно-
жини K ∈ K

sup
(x0,x1,...,xm)∈Km+1

‖F(x0, x1, . . . , xm)‖M <+∞

(див. [2, с. 113]) i для довiльної послiдов-
ностi (mk)k>1 цiлих чисел iснує пiдпослi-
довнiсть (mkl

)l>1, для якої послiдовнiсть(
Smkl

F(x0, x1, . . . , xm)
)

l>1
збiгається рiвно-

мiрно на множинi Km+1.
Вважатимемо, що послiдовнiсть(

Smkl
F(x0, x1, . . . , xm)

)
l>1

збiгається рiв-

номiно на кожнiй множинi Km+1 (K ∈ K) i
граничне вiдображення G : Ωm+1 → M, що
визначається спiввiдношеннями

G(x0, x1, . . . , xm)=(Gn(x0, x1, . . . , xm))n∈Z,

Gn(x0, x1, . . . , xm) =

= lim
l→∞

Fn+mkl
(x0, x1, . . . , xm), n ∈ Z, (2)
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або формулою

G(x0, x1, . . . , xm) =

= lim
l→∞

Smkl
F(x0, x1, . . . , xm), (3)

задовольняє умови 1 i 2. Наведена вимога
виконується, якщо, наприклад, простiр E
скiнченновимiрний (див. аналогiчнi дослiд-
ження в [3, с. 429] у випадку диференцiаль-
них рiвнянь). Зазначимо, що у статтi ця ви-
мога виконуватиме допомiжну роль i не буде
використовуватися при отриманнi основно-
го результату.

Множина всiх визначених формулою (3)
вiдображень G називається H-класом вiдо-
браження F i позначається через H(F).

Розглянемо рiзницеве рiвняння

Fn(xn, xn+k1 , . . . , xn+km) = 0, n ∈ Z, (4)

де k1, . . . , km – довiльнi цiлi числа. H-класом
цього рiвняння називається множина всiх
рiзницевих рiвнянь

Gn(xn, xn+k1 , . . . , xn+km) = 0, n ∈ Z,

де Gn визначається за допомогою (2).
Метою статтi є встановлення умов iсну-

вання майже перiодичних розв’язкiв рiвня-
ння (4) без використання множини H(F).
При дослiдженнi рiвняння (4) будемо вико-
ристовувати один функцiонал, визначений
на множинi обмежених розв’язкiв цього рiв-
няння (множини значень цих розв’язкiв –
пiдмножини компактних множин K ∈ K).
Означення цього функцiонала наведемо в
наступному пунктi.

2. Функцiонал δ. Вiдокремленi та
сильно вiдокремленi розв’язки рiвня-
ння (4). Зафiксуємо довiльну множину
K ∈ K, що мiстить в собi бiльше, нiж один
елемент. Позначимо через N (F, K) мно-
жину всiх розв’язкiв x = (xn)n∈Z рiвняння
(4), для кожного з яких замикання R(x)
множини

R(x) = {xn : n ∈ Z}
є пiдмножиною множини K. Вважатимемо,
що

N (F, K) 6= ∅.

Зафiксуємо довiльний розв’язок x∗ рiвня-
ння (4) зi значеннями в K. Покладемо

r(x∗, K) =

= sup
{
‖x− y‖E : x ∈ R(x∗), y ∈ K

}
. (5)

Завдяки вимогам до множини K

r(x∗, K) > 0.

Зафiксуємо число ε ∈ [0, r(x∗, K)]. Позначи-
мо через Ω(x∗, K, ε) множину всiх елементiв
y ∈ M, для кожного з яких

R(x∗ + y) ⊂ K, (6)

i
‖y‖M > ε. (7)

Аналогiчним чином визначаємо множи-
ну Ω(z, K, ε) для будь-якого iншого елемента
z ∈ M, для якого R(z) ⊂ K.

Розглянемо функцiонал

δ(x∗, K, ε) = inf
y∈Ω(x∗,K,ε)

sup
n∈Z

‖Fn(x∗n+

+yn, x
∗
n+k1

+ yn+k1 , . . . , x
∗
n+km

+ yn+km)
∥∥

E
. (8)

Означення 1. Розв’язок z ∈ N (F, K)
рiвняння (4) називається вiдокремленим на
множинi Z×K, якщо або цей розв’язок єди-
ний на множинi Z×K, або для кожного iн-
шого розв’язку u = (un)n∈Z зi значеннями в
K виконується нерiвнiсть

inf
n∈Z

‖zn − un‖E > ρ > 0,

де ρ – стала, залежна тiльки вiд z.
Означення 2. Розв’язок z ∈ N (F, K)

рiвняння (4) називається сильно вiдокрем-
леним на множинi Z×K, якщо

δ(z, K, ε) > 0

для кожного ε ∈ (0, r(z, K)).
Очевидно, що кожний сильно вiдокрем-

лений на множинi Z×K розв’язок z рiвня-
ння (4) є вiдокремленим на множинi Z ×K
розв’язком цього рiвняння. Однак вiдокрем-
лений на множинi Z×K розв’язок z рiвня-
ння (4) може не бути сильно вiдокремленим
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на Z×K розв’язком цього рiвняння. Це пiд-
тверджується розглянутим у [4] прикладом
лiнiйного рiзницевого рiвняння

xn+1 = anxn, n ∈ Z, (9)

з майже перiодичним коефiцiєнтом

an = exp

{ ∞∑

k=0

2

2k + 1

(
sin2 n + 1

2(2k + 1)
−

− sin2 n

2(2k + 1)

)}
.

У [4] показано, що нульовий розв’язок рiвня-
ння (9) є вiдокремленим на кожнiй множинi
Z × [−µ, µ], µ > 0, i не є сильно вiдокрем-
леним на жоднiй iз цих множин.

Застосування функцiонала δ до дослiд-
ження майже перiодичних рiзницевого рiв-
няння (4) та аналогiчного лiнiйного рiзни-
цевого рiвняння з дискретним аргументом
наведемо в наступних пунктах.

Аналогiчнi функцiонали використовува-
лися автором у статтях [5]–[8] та [4] для
дослiдження нелiнiйних майже перiодичних
рiвнянь

f(t, x(t))=0, t ∈ R,

x(t + 1) = f(t, x(t)), t ∈ R,

F (t, x(t), x(t−∆1), . . . , x(t−∆m))=0, t ∈ R,

dx(t)

dt
= f(t, x(t)), t ∈ R,

i
xn+1 = fn(xn), n ∈ Z,

де f : R × Ω → E, F : R × Ωm+1 → E i
fn : Ω → E, n ∈ Z, – неперервнi вiдображен-
ня (тут Ω – довiльна область простору E) i
∆1, . . . , ∆m – довiльнi дiйснi числа.

3. Основний результат. Наведемо умо-
ви iснування майже перiодичних розв’яз-
кiв рiвняння (4), що на вiдмiну вiд вiдо-
мої теореми Амерiо про майже перiодичнi
розв’язки нелiнiйних диференцiальних рiв-
нянь (див. [3], [9]) не використовують H-
клас рiвняння (4) та вiдокремленiсть обме-
жених розв’язкiв рiвняньH-класу цього рiв-
няння.

Нехай Λ – обмежена пiдмножина просто-
ру E. Визначимо дiаметр diam Λ множини
Λ рiвнiстю

diam Λ = sup{‖x− y‖E : x, y ∈ Λ}.

Теорема 1. Нехай K ∈ K. Якщо
для розв’язку z ∈ N (F, K) рiвняння (4)
diam R(z) 6= 0 i виконується спiввiдноше-
ння

δ(z, K, ε) > 0 (10)

для кожного ε ∈ (0, r(z, K)), то цей розв’я-
зок є майже перiодичним.

Зауваження 1. Розв’язок z ∈ N (F, K)
рiвняння (4), для якого diam R(z) = 0, є
сталим i, отже, майже перiодичним.

Доведення теореми 1. Припустимо, що
розв’язок z ∈ N (F, K) рiвняння (4) не є еле-
ментом простору B. Тодi iснує така послi-
довнiсть

(
Smpz

)
p>1

, що кожна пiдпослiдов-
нiсть

(
Skpz

)
p>1

буде розбiжною. Отже,
∥∥Skpr

z− Skqr
z
∥∥

M
> γ, r > 1, (11)

для деяких числа γ ∈ (0, diam R(z)) i послi-
доностей (pr)r>1, (qr)r>1 натуральних чисел.

Зазначимо, що

diam R(z) 6 r(z, K).

Не обмежуючи загальностi можна вважати,
що послiдовнiсть

(
SkpF(x0, x1, . . . , xm)

)
p>1

збiгається рiвномiрно на Km+1. Тодi

lim
p,q→∞

sup
x0,x1,...,xm∈K

∥∥SkpF(x0, x1, . . . , xm)−

−SkqF(x0, x1, . . . , xm)
∥∥

M
= 0. (12)

Розглянемо елементи

yr = Skpr
z− Skqr

z, r > 1,

простору M. Очевидно, що

yr ∈ Ω(Skqr
z, K, γ), r > 1. (13)

Покажемо, що

δ(z, K, γ) = 0. (14)
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Завдяки (8), (13) та того, що

Fn+kpr
(zn+kpr

, zn+kpr+k1 , . . . , zn+kpr+km)≡0

для кожного r > 1, виконуються спiввiдно-
шення

δ(z, K, γ) =

= inf
y∈Ω(z,K,γ)

sup
n∈Z

‖Fn(zn + yn,

zn+k1 + yn+k1 , . . . , zn+km + yn+km)‖E =

= inf
y∈Ω(Skqr

z,K,γ)
sup
n∈Z

‖Fn+kqr
(zn+kqr

+ yn,

zn+kqr+k1 + yn+k1 , . . . , zn+kqr+km + yn+km)‖E 6
6 sup

n∈Z
‖Fn+kqr

(zn+kqr
+ (zn+kpr

− zn+kqr
),

zn+kqr+k1 + (zn+kpr+k1 − zn+kqr+k1), . . . ,

zn+kqr+km + (zn+kpr+km − zn+kqr+km))‖E =

= sup
n∈Z

‖Fn+kqr
(zn+kpr

, zn+kpr+k1 , . . . ,

zn+kpr+km)‖E 6 sup
n∈Z

‖Fn+kpr
(zn+kpr

,

zn+kpr+k1 , . . . , zn+kpr+km)‖E+

+ sup
n∈Z

‖Fn+kpr
(zn+kpr

, zn+kpr+k1 , . . . ,

zn+kpr+km)− Fn+kqr
(zn+kpr

, zn+kpr+k1 , . . . ,

zn+kpr+km)‖E =

= sup
n∈Z

‖Fn+kpr
(zn+kpr

, zn+kpr+k1 , . . . ,

zn+kpr+km)− Fn+kqr
(zn+kpr

, zn+kpr+k1 , . . . ,

zn+kpr+km)‖E,

з яких на пiдставi (12) випливає спiввiдно-
шення (14), що суперечить (10).

Таким чином, припущення, що розв’язок
z ∈ N (F, K) рiвняння (4) не є майже перiо-
дичним, хибне.

Теорему 1 доведено.
Зазначимо, що виконання в теоремi 1

спiввiдношення (10) означає, що розв’язок
z ∈ N (F, K) рiвняння (4) є сильно вiдокрем-
леним на множинi Z×K. Тому формулюван-
ня цiєї теореми можна подати в наступному
виглядi.

Теорема 2. Нехай K ∈ K. Якщо роз-
в’язок z ∈ N (F, K) рiвняння (4) сильно

вiдокремлений на множинi Z × K, то цей
розв’язок є майже перiодичним.

Зауваження 2. Якщо розв’язок z рiвня-
ння (4) не є сильно вiдокремленим на мно-
жинi Z×K, то цей розв’язок може бути май-
же перiодичним, так i не бути майже перiо-
дичним (див. вiдповiднi приклади в [4]).

4. Випадок лiнiйного рiвняння (4).
Розглянемо майже перiодичнi послiдовностi
(Ak,n)n∈Z, k = 0,m, лiнiйних неперервних
операторiв, що дiють у просторi E, майже
перiодичний елемент h = (hn)n∈Z ∈ M, до-
вiльнi цiлi числа k1, . . . , km та вiдповiдне лi-
нiйне рiзницеве рiвняння

A0,nxn +
m∑

l=1

Ak,nxn+kl
= hn, n ∈ Z. (15)

Оскiльки це рiвняння – окремий випадок
рiвняння (4), то на пiдставi теореми 2 справ-
джується наступне твердження.

Теорема 3. Нехай K ∈ K. Сильно вi-
докремлений на множинi Z × K розв’язок
z = (zn)n∈Z рiвняння (15), для якого R(z) 6=
K, є майже перiодичним.

Зазначимо, що в рiвняннi (15) оператори
Ak,n, n ∈ Z, k = 0, m, можуть не мати обер-
нених неперервних операторiв. Прикладом
такого рiвняння є наступне рiзницеве рiвня-
ння

m∑

l=1

PlAlxn+kl
= hn, n ∈ Z, (16)

де Ak, k = 1,m – лiнiйнi неперервнi опера-
тори, що мають неперервнi оберненi опера-
тори, i Pk, k = 1,m – лiнiйнi неперервнi опе-
ратори, для яких

PkPl = PlPk = δklPk, k = 1,m, l = 1,m,

(δkl – символ Кронекера),
m∑

k=1

Pk = I

i
PkAl = AlPk, k = 1,m, l = 1,m.
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Легко перевiрити, що розв’язок рiвняння
(16) подається у виглядi

xn =
m∑

l=1

A−1
l Plhn−kl

, n ∈ Z.

На завершення зазначимо, що наведенi
умови iснування майже перiодичних роз-
в’язкiв рiвнянь (4) i (15) є новими, оскiль-
ки на вiдмiну вiд вiдомих теорем Амерiо [9]
i Фавара [10] про майже перiодичнi розв’яз-
ки диференцiальних рiвнянь в теоремах 1,
2 i 3 не використовуються H-класи рiвнянь
(4) i (15) та умова вiдокремлення обмеже-
них розв’язкiв рiвняньH-класiв цих рiвнянь
i банаховий простiр E може бути нескiнчен-
новимiрним.

Умови iснування обмежених розв’язкiв
нелiнiйних рiзницевих рiвнянь (вимога iсну-
вання таких розв’язкiв у теоремах 1 i 2 є
суттєвою) отримано в [11]–[15].
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