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УСЕРЕДНЕННЯ В БАГАТОЧАСТОТНИХ СИСТЕМАХ ПЕРШОГО

НАБЛИЖЕННЯ IЗ ЗАЛЕЖНIСТЮ ЧАСТОТ ВIД ПОВIЛЬНИХ

ЗМIННИХ

У роботi розглядається багаточастотна система iз багатоточковими умовами на вiд-
рiзку [0,L]. У системi рiвнянь усереднення здiйснено за швидкими змiнними. За умови
наявностi явища резонансу застосовано метод оцiнки осциляцiйних iнтегралiв i доведено
iснування та єдинiсть розв’язку точної задачi. Одержано оцiнку похибки методу усередне-
ння, яка явно залежна вiд малого параметра. Побудовано приклад двочастотної системи
з крайовими умовами, на якому проiлюстровано отриманий результат.
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теграл, резонанс.
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Вступ

Багаточастотнi системи диференцiальних рiвнянь вигляду

da

dτ
= X0(τ, a) + εX1(τ, a, φ), (1)

dφ

dτ
=
ω(τ, a)

ε
+ Y1(τ, a, φ), (2)

де вектор–функцiї X0, X1, Y1 i ω визначенi при τ ∈ [0, L] i належать певним класам
гладких i 2π-перiодичних по φ функцiй, a ∈ D - обмежена область в Rn, φ ∈ Rm,
0 < ε ≤ ε0 ≪ 1, дослiджувалися у монографiї А.М. Самойленка i Р.I. Петришина [1] та
в багатьох iнших працях.

Проблема обґрунтування методу усереднення для двочастотних систем дослiджу-
валася в працях А.М. Самойленка, Р.I. Петришина [1] та iнших вчених. Результати
для багаточастотних систем iз запiзненням та додатковими умовами отримано в пра-
цях Я.Й. Бiгуна, I.Д. Скутара, I.В. Краснокутської [2, 3, 4] та iнших. Зокрема, у них
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обґрунтувано метод усереднення для багаточастотних систем iз початковими, багато-
точковими та iнтегральними умовами.

Складнiстю дослiдження багаточастотних систем є притаманнi для них явища резо-
нансу, якi полягають у рацiональнiй чи майже рацiональнiй спiввимiрностi частот [1],
умова яких

(k, ω) := k1ω1 + ...+ kmωm ≃ 0, k ̸= 0.

У данiй статтi метод усереднення застосований для дослiдження iснування розв’язку
на вiдрiзку [0, L] багаточастотних систем вигляду (1),(2) iз багатоточковими умовами
для повiльних i швидких змiнних. При накладених умовах отримано оцiнку похибки
методу усереднення, яка явно залежить вiд малого параметра.

1 Формулювання задачi

Задамо для системи рiвнянь (1),(2) багатоточковi умови

q∑
i=0

αia
∣∣
τ=τi

= d1, (3)

q∑
i=0

βiφ
∣∣
τ=τi

= d2, (4)

де αi, βi - заданi числа, 0 ≤ τ0 < τ1 < ... < τq ≤ L ,
∑q

i=1 αi ̸= 0,
∑q

i=1 βi ̸= 0, d1 ∈ Rn, d2 ∈
Rm, q > 0 .

Вiдповiдна (1), (2) усереднена система рiвнянь за швидкими змiнними φ1, ..., φm

набуває значно простiшого вигляду

da

dτ
= X0(τ, a) + εX10(τ, a), (5)

dφ

dτ
=
ω(τ, a)

ε
+ Y10(τ, a), (6)

розв’язок якої задовiльняє багатоточковi умови

q∑
i=0

αia
∣∣
τ=τi

= d1, (7)

q∑
i=0

βiφ
∣∣
τ=τi

= d2, (8)

Тепер можна окремо розв’язувати задачу (5),(7) для знаходження розв’язку a =

a(τ, y, ε), a(0, y, ε) = y, пiсля чого розв’язати задачу (6),(8) для знаходження розв’язку
φ = φ(τ, y, ψ, ε), φ(0, y, ψ, ε) = ψ.

У працi [1] введено матрицю розмiрностi p×m вигляду

Wp(τ, a) = (
dj−1

dτ j−1
ωv(τ, a))

p,m
j,v=1, p ≥ m. (9)
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Якщо p = m, то det Wm(τ, a) - визначник Вронського. Похiднi в елементах матрицi
Wp(τ, a) обчислюються згiдно з рiвнянням першого наближення

da

dτ
= X0(τ, a). (10)

2 Технiчна лема

Лема 1. Нехай виконуються умови
1) функцiї ω(τ, a) i X0(τ, a) мають неперервнi частиннi похiднi по τ до порядку p,

p ≥ m.
2) Для матрицi (W T

p (τ, a)Wp(τ, a)) при всiх значеннях (τ, a) ∈ [0, L]×Dρ iснує обер-
ненена матриця i ||(W T

p (τ, a)Wp(τ, a))
−1W T

p (τ, a)|| рiвномiрно обмежена сталою σ1. Тут
Dρ - замикання множини точок, якi належать D разом iз своїм ρ-околом, W T

p (τ, a) -
транспонована матриця.

3) вектор-функцiя f(τ) = (f1(τ), ..., fn(τ)) ∈ C1
[0,L].

Тодi для осциляцiйного iнтеграла

Ik(τ, ε) =

∫ τ

0

f(s)exp{ i
ε

∫ s

0

(k, ω(z, a(z)))dz}ds, (11)

можна вказати такi сталi ε1 > 0 i σ2 > 0, не залежнi вiд k, τ, ε, що для всiх k ∈ Zm, k ̸=
0, τ ∈ [0, L] i ε ∈ (0, ε1] правильна оцiнка

||Ik(τ, ε)|| ≤ σ2ε
1
p [max

[0,L]
||f(y)||+ 1

||k||
max
[0,L]

||df(y)
dy

||]. (12)

Доведення. Для довiльного ненульового вектора k = (k1, ..., km) з цiлочисельними ко-
ординатами розглянемо рiвнiсть Wp(τ, a)k = Ω, в якiй

Ω = (Ω0, ...,Ωp−1),Ωj = (k, ω(j)
v (τ, a)), j = 0, p− 1.

За умови a ∈ Dρ/2 одержимо нерiвнiсть

||Ω|| ≥ ||k|| ||(W T
p (τ, a)Wp(τ, a))

−1W T
p (τ, a)||−1 ≥ ||k||

σ1
,

з якої випливає, що для кожного y ∈ R i k ̸= 0 iснує таке цiле число
r = r(y, k), 0 ≤ r ≤ p− 1, для якого

|(k, ω(r)(y, a))| = max
0≤j≤p−1

|(k, ω(j)(y, a))| ≥ ||k||
pσ1

. (13)

Оскiльки функцiї ω(j)
v (τ, a), v = 1,m, j = 0, p− 1, рiвномiрно неперервнi на [0, L] ×

Dρ/2, тодi можна вибрати таку сталу δ > 0, не залежну вiд y, k, j i a, що для всiх
y ∈ [y − δ, y + δ], j = 0, p− 1 i a ∈ Dρ/2 виконуються нерiвностi

|(k, ω(r)(y, a))| ≥ k

2pσ1
, |(k, ω(j)(y, a))| ≤ 4|(k, ω(r)(y, a))|. (14)
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Крiм того, для кожних v = 1,m i j = 0, p− 1 iснує таке δ(j)v > 0, що для довiльних
y′, y′′ ∈ [0, L], якi задовольняють нерiвнiсть |y′ − y′′| < δ

(j)
v , правильна оцiнка

|ω(j)
v (y′, a)− ω(j)

v (y′′, a)| < σ1 ≡
1

2pσ1
. (15)

Позначимо δ = min
v,j

δ(j)v . Тодi оцiнка (15) має мiсце при ||y′ − y′′|| < δ, 0 ≤ j ≤ p− 1, 1 ≤
v ≤ m, а спiввiдношення

|(k, ω(j)(y, a)− ω(j)(y, a))| ≤
m∑
v=1

|kv||ω(j)(y, a)− ω(j)(y, a)| < σ1||k||,

якi правильнi при |y′ − y′′| < δv, a ∈ Dρ/2 i j = 0, p− 1, ведуть до нерiвностей (14).
Позначимо через s цiлу частину числа τ

2δ
, s ≤ L

2δ
, i подамо iнтеграл (11) у виглядi

суми

Ik(t, t, τ, ε) =
s−1∑
n=0

∫ t+2δ(n+1)

t+2δn

Fdy +

∫ t+2τ

t+2δs

Fdy, (16)

де F = f(y) exp{ i
ε

∫ y

t

(k, ω(z, a)dz)}. Для оцiнки iнтеграла

Pn =

∫ t+2δ(n+1)

t+2δn

Fdy (17)

скористаємось методикою, запропонованою в [1] i нерiвностями (14) за умови a ∈ Dρ/2.
У пiдсумку, при r(t+ 2δn+ δ, k) ≥ 1 i 0 < µ < min{1, δ} матимемо

||Pn|| = [(2p − 2)µ+
2p+1

σ1||k||
εµ1−p] max

[t,t+L]
||f(y)||+ 2σ

σ1||k||
εµ1−p max

[t,t+L]
||f (1)(y)||. (18)

Якщо ж r(t+ 2δn+ δ, k) = 0, то, iнтегруючи частинами, отримаємо

||Pn|| =
2

σ1||k||
(1 + 4δ)εmax

t,t+L
||f(y)||+ 2δ

σ1||k||
εmax
t,t+L

||f (1)(y)||. (19)

З аналiзу (17) i (18) випливає, що при µp−1 ≤ 2p(1 + 4δ−1) iнтеграл (17) задовольняє
нерiвнiсть (19) для всiх r(t+ 2δn+ δ, k) ≥ 0. Таку ж нерiвнiсть задовольняє останнiй з
iнтегралiв у правiй частинi (16), тому при

ε = µp, 0 < ε ≤ ε1 = min{ε0; (
1

2
δ)p; (

2p

1 + 4δ
)

p
p−1}

з (17) дiстанемо нерiвнiсть (12) iз сталою

σ2 = (2p − 2 +
2p+1

σ1

+
2δ

σ1

)(1 +
L

2δ
).

Лему доведено.
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3 Обґрунтування методу усереднення

Теорема 1. Нехай виконуються умови
1) вектор–функцiї X0, X1, Y1, ω визначенi i неперервнi разом iз частинними похiдни-

ми до порядку p+ 1 в областi [0, L]×D × Rm, p ≥ m, обмеженi сталою σ > 0;
2) iснує розв’язок a(τ, y, ε) усередненої задачi (5), (7), який лежить в D разом iз

ρ-околом для всiх ε ∈ (0, ε0];
3) для всiх (a, τ) ∈ Dρ × [0, L] i деякого p, m ≤ p, виконується нерiвнiсть

det((W T
p (τ, a)Wp(τ, a)) ̸= 0;

4) для y ∈ Dρ/2 i ε ∈ (0, ε0] матриця

Q1(y, ε) = α0I +

q∑
i=1

αi
∂a(τi, y, ε)

∂y
,

невироджена i
||Q−1

1 (y, ε)|| ≤M1.

Тодi можна вказати таке ε∗ ≤ ε0, що для всiх ε ∈ (0, ε∗] iснує єдиний розв’язок
(a(τ, y, ψ, ε), φ(τ, y, ψ, ε)) задачi (1)-(4), який лежить в ρ/2 околi розв’язку усередненої
задачi (5)-(8) i цей розв’язок задовольняє нерiвнiсть

∥a(τ, y, ψ, ε)− a(τ, y, ε)∥+ ε∥φ(τ, y, ψ, ε)− φ(τ, y, ψ, ε)∥ ≤ cεα, (20)

де стала c > 0 i не залежить вiд ε, α = 1 + 1
p
, a(0, y, ε) = y, y = y + µ, φ(0, ψ, ε) = ψ, ψ =

ψ + ξ.

Доведення. Нехай a = a(τ, y, ε) - розв’язок задачi (5),(7). Iз рiвняння (5) на пiдставi
нерiвностi Беллмана одержимо

||a(τ, y + µ, ε)− a(τ, y, ε)|| ≤ c1||µ|| ≤
ρ

2
,

якщо ||µ|| ≤ ρ
2c1

. Стала c1 = exp(c1L) ≥ 0 i визначається оцiнками частинних похiдних
вектор-функцiй X0 i X10.

Iз (3),(7) отримаємо

α0(a(0, y + µ, ψ + ξ, ε)− a(0, y, ε)) +

q∑
i=1

(αi(a(τi, y + µ, ψ + ξ, ε)− a(τi, y, ε))) = 0. (21)

Маємо
a(0, y + µ, ψ + ξ, ε)− a(0, y, ε) = y + µ− y = µ.

Далi

a(τi, y + µ, ψ + ξ, ε)− a(τi, y, ε) = (a(τi, y + µ, ψ + ξ, ε)− ã(τi, y + µ))+

(ã(τi, y + µ)− a(τi, y, ε)) = (a(τi, y + µ, ψ + ξ, ε)− ã(τi, y + µ))+
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(ã(τi, y + µ)− a(τi, y, ε) +
∂a(τi, y, ε)

∂y
µ)− ∂a(τi, y, ε)

∂y
µ.

Тут ã(τ, y) - розв’язок рiвняння (10), який задовольняє умову ã(0, y) = y. Тодi, рiвнiсть
(21) набуває вигляду

(α0 +

q∑
i=1

αi
∂a(τi, y, ε)

∂y
)µ = −

q∑
i=1

αi(a(τi, y + µ, ψ + ξ, ε)− ã(τi, y + µ)

+ã(τi, y + µ)− a(τi, y, ε)−
∂a(τi, y, ε)

∂y
µ).

Iз умови 5 теореми одержимо

µ = Φ1(µ, ξ, ε),

де

Φ1(µ, ξ, ε) = −
q∑

i=1

αiQ
−1
1 (y, ε)(R1,i +R2,i),

R1,i = ã(τi, y + µ)− a(τi, y, ε)−
∂a(τi, y, ε)

∂y
µ,

R2,i = a(τi, y + µ, ψ + ξ, ε)− ã(τi, y + µ).

Для оцiнки R1,i скористаємось нерiвнiстю

||h(b)− h(a)−
∑n

v=1
∂h(a)
∂xv

(bv − av)|| ≤ c2||b− a||2, c2 - стала,

якщо для x ∈ D ⊂ Rn, h(x) ∈ C2(D). Тодi

||R1,i(y, ε)|| = ||ã(τi, y + µ)− a(τi, y, ε)− µ
∂a(τi, y, ε)

∂y
|| ≤ c3||µ||2,

де c3 - додатна стала.
Застосувавши оцiнку вiдхилення розв’язкiв a(τ, y, ε) − ã(τ, y) iз монографiї [1] та

умову 1 теореми, що дозволяє використати оцiнку осциляцiйних iнтегралiв, у пiдсумку
одержимо

||R2,i|| ≤ c4ε
α, α = 1 +

1

p
,

де c4 - стала.
Тодi

||Φ1(µ, ξ, ε)|| ≤
q∑

i=1

|αi| ||Q−1
1 (y, ε)||(||R1,i||+ ||R2,i||) ≤

q∑
i=1

|αi|M1(c3||µ||2 + c4ε
α).

Виберемо µ ∈ Rn так, що
||µ|| ≤ c5ε

α,

де стала c5 = 2
∑q

i=1 |αi|c4M1, а параметр ε ≤ ε1 = min(ε0, (
c4
2c3

)−1/α). Тодi Φ1(µ, ξ, ε)

вiдображає кулю радiуса c5εα в себе для всiх ε ∈ (0, ε1] i ξ ∈ Rm.
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Покажемо, що вiдображення Φ1 є стискаюче, якщо ||µ|| ≤ c5ε
α i ε - досить мале.

Побудуємо для цього оцiнку норми

∂Φ1(µ, ξ, ε)

∂µ
= −

q∑
i=1

αiQ1
−1(y, ε)(

∂

∂µ
R1,i(µ, ε) +

∂

∂µ
R2,i(µ, ξ, ε))

Оскiльки ||R1,i(µ)|| = O(||µ||2), то

||∂R1,i(µ, ε)

∂µ
|| ≤ c6||µ||

для ε ∈ (0, ε2], ε2 = (2c5c6)
−1/α. Тут c6 - стала.

Вiдповiдна оцiнка для ∂R2,i

∂µ
випливає з оцiнки вiдхилення розв’язкiв рiвнянь (1) i (5)

з однаковими початковими умовами [1]:

||∂R2,i(µ, ξ, ε)

∂µ
|| ≤ c7ε

α,

коли ε ∈ (0, ε3], ε3 = min(ε1, ε2), ξ ∈ Rm. Тут c7 - додатна стала.
У пiдсумку маємо

||∂Φ1(µ, ξ, ε)

∂µ
|| ≤

q∑
i=1

|αi|M1(c6||µ||+ c7ε
α) ≤

q∑
i=1

|αi|M1(c5c6 + c7)ε
α = c8ε

α ≤ 1

2
,

якшо ε ≤ ε∗ = min(ε3, (2c8)
−1/α).

Отже, вiдображення Φ1 - стискаюче i в кулi ||µ|| ≤ c5ε
α iснує єдина нерухома точка

µ∗, звiдки випливає iснування єдиного розв’язку крайової задачi (1) - (4).
Iз рiвняння (6) на пiдставi нерiвностi Беллмана одержимо

||φ(τ, y + µ, ψ + ξ, ε)− φ(τ, y, ψ, ε)|| ≤ c8||ξ|| ≤
ρ

2
,

якщо ||ξ|| ≤ ρ
2c8

. Стала c8 = exp(c2L) ≥ 0 i визначається оцiнками частинних похiдних
вектор-функцiй Y1 i Y10.

Iз (4),(8) отримаємо

β0(φ(0, y, ψ + ξ, ε)− φ(0, ψ, ε)) +

q∑
i=1

(βi(φ(τi, y + µ, ψ + ξ, ε)− φ(τi, ψ, ε))) = 0. (22)

Маємо
φ(0, y + µ, ψ + ξ, ε)− φ(0, ψ, ε) = ψ + ξ − ψ = ξ.

Крiм того,

φ(τi, y + µ, ψ + ξ, ε)− φ(τi, y, ψ, ε) = (φ(τi, y + µ, ψ + ξ, ε)− φ̃(τi, y, ψ + ξ, ε))

+(φ̃(τi, y, ψ + ξ, ε)− φ(τi, y, ψ, ε)) = (φ(τi, y + µ, ψ + ξ, ε)− φ̃(τi, y, ψ + ξ, ε))

+(φ̃(τi, y, ψ + ξ, ε)− φ(τi, y, ψ, ε) +
∂φ(τi, y, ψ, ε)

∂ψ
ξ)− ∂φ(τi, y, ψ, ε)

∂ψ
ξ.
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Тут ψ̃ - розв’язок dφ
dτ

= ω(τ,a)
ε

, для якого виконується умова ψ̃(0, y, ψ+ ξ, ε) = ψ+ ξ. Тодi,
рiвнiсть (22) набуває вигляду

(β0 +

q∑
i=1

βi
∂φ(τi, y, ψ, ε)

∂ξ
)ξ = −

q∑
i=1

βi(φ(τi, y + µ, ψ + ξ, ε)− φ̃(τi, y, ψ + ξ, ε)

+φ̃(τi, y, ψ + ξ, ε)− φ(τi, y, ψ, ε)−
∂φ(τi, y, ψ, ε)

∂ψ
ξ).

Iз умови 5 теореми одержимо

ξ = Φ2(µ, ξ, ε),

де вектор-фунцiя

Φ2(µ, ξ, ε) = −
q∑

i=1

βiQ
−1
2 (ψ, ε)(R3,i +R4,i),

R3,i = φ̃(τi, y, ψ + ξ, ε)− φ(τi, y, ψ, ε)−
∂φ(τi, y, ψ, ε)

∂ψ
ξ,

R4,i = φ(τi, y + µ, ψ + ξ, ε)− φ̃(τi, y, ψ + ξ, ε).

Для оцiнки R3,i скористаємось аналогiчними мiркуваннями знаходження оцiнки R1,i.
Тодi

||R3,i(µ, ξ, ε)|| = ||φ̃(τi, y, ψ + ξ, ε)− φ(τi, y, ψ, ε)− ξ
∂φ(τi, y, ψ, ε)

∂ψ
|| ≤ c9||ξ||,

де стала c9 > 0 i залежить вiд оцiнки других похiдних вектор-функцiї Y1.
Аналогiчно мiркуванням вiдносно R2,i для R4,i одержимо

||R4,i|| ≤ c10ε
α,

де c10 - стала.
Тодi

||Φ2(µ, ξ, ε)|| ≤
q∑

i=1

|βi| ||Q−1
2 (y, ψ, ε)||(||R3,i||+ ||R4,i||) ≤

q∑
i=1

|βi|M2(c9||ξ||+ c10ε
α).

Виберемо ξ ∈ Rn так, що
||ξ|| ≤ c11ε

α,

де стала c11 = 2
∑q

i=1 |βi|c10M2, а параметр ε ≤ ε4 = min(ε3, (
c10
2c9

)−1/α). Тодi Φ2(µ, ξ, ε)

вiдображає кулю радiуса c11εα в себе для всiх ε ∈ (0, ε4] i ξ ∈ Rm.
Покажемо, що вiдображення Φ2 є стискаюче, якщо ||ξ|| ≤ c11ε

α, ε ∈ (0, ε∗]. Побудуємо
для цього оцiнку норми

∂Φ2(µ, ξ, ε)

∂ξ
= −

q∑
i=1

βiQ
−1
2 (y, ψ, ε)(

∂

∂ξ
R3,i(µ, ξ, ε) +

∂

∂ξ
R4,i(µ, ξ, ε))
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Оскiльки ||R3,i(ξ)|| = O(||ξ||), то

||∂R3,i(µ, ξ, ε)

∂ξ
|| ≤ c12

для ε ∈ (0, ε5], ε5 = (2c11c12)
−1/α. Тут c12 - стала.

Вiдповiдна оцiнка для ∂R4,i

∂ξ
випливає з оцiнки вiдхилення розв’язкiв рiвнянь (2) i (6)

з однаковими початковими умовами [1]:

||∂R4,i(µ, ξ, ε)

∂ξ
|| ≤ c13ε

α,

коли ε ∈ (0, ε6], ε6 = min(ε5, ε4), ξ ∈ Rm. Тут c13 - додатна стала.
У пiдсумку маємо

||∂Φ2(µ, ξ, ε)

∂ξ
|| ≤

q∑
i=1

|βi|M2(c12 + c13ε
α) ≤

q∑
i=1

|βi|M2(c11c12 + c13)ε
α−1 = c14ε

α−1 ≤ 1

2
,

якшо ε ≤ ε∗ = min(ε6, (2c14)
−1/α−1).

Отже, вiдображення Φ2 - стискаюче i в кулi ||ξ|| ≤ c10ε
α iснує єдина нерухома точка

ξ∗, звiдки випливає iснування єдиного розв’язку крайової задачi (2) - (5).
Оцiнка (20) випливає з нерiвностей

||a(τ, y, ψ, ε)− a(τ, y, ε)|| ≤ ||a(τ, y, ψ, ε)− a(τ, y, ε)||+ ||a(τ, y, ε)− a(τ, y, ε)|| ≤

c7ε
α + c1||µ|| ≤ (c7 + c1c5)ε

α = c̃1ε
α,

||φ(τ, y, ψ, ε)−φ(τ, y, ψ, ε)|| ≤ ||φ(τ, y, ψ, ε)−φ(τ, y, ψ, ε)||+ ||φ(τ, y, ψ, ε)−φ(τ, y, ψ, ε)|| ≤

c8ε
α + c8||µ|| ≤ (c14 + c8c10)ε

α−1 = c̃2ε
α−1,

||a(τ, y, ψ, ε)− a(τ, y, ε)||+ ε||φ(τ, y, ψ, ε)− φ(τ, y, ψ, ε)|| ≤ c̃1ε
α + ε · c̃2 · εα−1 ≤ cεα

для всiх τ ∈ [0, L] i ε ∈ (0, ε∗].

4 Iлюстративний приклад

Приклад 1. Розглянемо двочастотну систему рiвнянь

da

dτ
= −3 + ε cos(2φ1 − φ2),

dφ1

dτ
=
a+ 3τ + 2

ε
,
dφ2

dτ
=

2a+ 4

ε
, 0 ≤ τ ≤ 1. (23)

Для системи (23) заданi крайовi умови

5a(0) + a(1) = −3, φ1(0) + φ1(1) = 2, φ2(0)− 3φ2(1) = −1. (24)

Вiдповiдна усереднена система набуває вигляду

da

dτ
= −3,

dφ1

dτ
=
a+ 3τ + 2

ε
,
dφ2

dτ
=

2a+ 4

ε
, (25)
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5a(0) + a(1) = −3, φ1(0) + φ1(1) = 2, φ2(0)− 3φ2(1) = −1. (26)

Розв’язок усередненої задачi, який задовольняє крайовi умови (26) набуває вигляду

a(τ) = −3τ, φ1(τ, ε) =
1

ε
(2τ + ε− 1), φ2(τ, ε) =

τ(4− 3τ)

ε
+
ε− 3

2ε
.

Умова резонансу частот виконується:

2ω1 − ω2 = 2τ = 0

при τ = 0.
Визначник Вронського вздовж розв’язку рiвняння першого наближення

W (τ, a) =

[
a+ 3τ + 2 2a+ 4

0 −6

]
= −6(a+ 3τ + 2).

Якщо ρ ≤ 1/
√
10, то в ρ-околi розв’язку a(τ) = −3τ маємо |W (τ, a)| ≥ 6, тобто умова 4

виконується.
Розглянемо вiдхилення повiльних змiних для τ ∈ [0, 1]. Маємо

u(τ, ε) = a(τ, y + µ, ψ + ξ, ε)− a(τ, y) = µ+ ε

∫ τ

0

cos(
3s2

ε
+ 2φ1 − φ2)ds =

µ+ ε(

∫ τ

0

cos(
3s2

ε
)ds) cos(2ψ1 − ψ2) + ε(

∫ τ

0

sin(
3s2

ε
)ds) sin(2ψ1 − ψ2)

Оцiнимо iнтеграли, застосувавши оцiнки iнтегралiв Френеля [5]. Для цього викори-
стаємо замiну t2 = 3s2/ε. Одержемо

|u(τ, ε)| ≤ |µ|+
√
ε√
3

∫ t1

0

cos(t2)dt+

√
ε√
3

∫ t1

0

sin(t2)dt,

де t1 =
√
3τ√
ε
. Якщо τ = 1 i |µ| ≤ cε

√
ε, то

|u(1, ε)| ≤ (c+
π

2
√
6
)ε
√
ε = c9ε

3/2,

що узгоджується з висновком теореми.

Отже, для заданої двочастотної системи рiвнянь вiдхилення розв’язкiв точної i усе-
редненої системи рiвнянь має порядок εα, α = 1/p на вiдрiзку [0, 1], 0 < ε ≤ ε∗. Отриманi
результати можуть бути використанi при дослiдженнi складних коливальних систем у
випадку резонансу, а також у мережах зв’язаних фазових осциляторiв.
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The study focuses on analyzing a multi-frequency system

da

dτ
= X0(τ, a) + εX1(τ, a, φ),

dφ

dτ
=

ω(τ, a)

ε
+ Y1(τ, a, φ),

subjected to multi-point conditions within the subinterval [0, L].
The complexity of the study of multi-frequency systems is the resonance phenomena inhe

rent in them, which consist in the rational or almost rational commensurability of frequencies.
As a result, the solution of the system of equations averaged over fast variables in the general
case may deviate from the solution of the exact problem by the amount O(1).

An asymptotic solution of a system of linear differential equations with a small parameter
at some derivatives and coefficients dependent on this parameter is constructed by reducing
this system to a simpler form by averaging over fast variables φ. The question of existence
and construction of the global solution of systems of differential equations with a deviating
argument and a small parameter are investigated. Employing the method of oscillatory integrals
estimation, it was demonstrated that solutions for both the averaged and exact problems exhibit
unity within small neighborhoods. An unenhanced approximation of the averaging error, the
order of which i distinctly reliant on a minor parameter, has been derived. The obtained outcome
is further elucidated through the presentation of a model example.

The acquired findings and methodologies have the potential to further the understanding
of multifrequency systems with delayed arguments, aiding in the formulation of theories. Addi-
tionally, they can contribute to the creation of asymptotic and comprehensive solutions for si-
ngularly perturbed sets of differential equations. These outcomes hold significance in advancing
mathematical models for oscillatory processes under conditions of frequency resonance, potenti-
ally impacting various domains.


