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ПРО РОЗВ’ЯЗНIСТЬ НЕЛОКАЛЬНОЇ КРАЙОВОЇ ЗАДАЧI ДЛЯ
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНОГО РIВНЯННЯ З ЧАСТИННИМИ ПОХIДНИМИ У

ДВОВИМIРНIЙ ОБЛАСТI

Дослiджено нелокальну крайову задачу для диференцiального рiвняння з частинними
похiдними у випадку однiєї просторової змiнної. Доведено теорему єдиностi та теорему iсну-
вання розв’язку задачi у соболєвських просторах. Встановлено умови бiєктивностi оператора
нелокальних умов задачi. Показано коректнiсть за Адамаром задачi у цих просторах. Ана-
логiчна задача з багатьма просторовими змiнними є некоректною за Адамаром, iснування її
розв’язку пов’язане з проблемою малих знаменникiв.

The paper is devoted to investigation of non-local boundary value problem with one spatial
variable for a partial differential equation. The existence and uniqueness conditions of a solution
of the problem in Sobolev spaces are established. Hadamard’s well-posedness of this problem in
that spaces are shown. The same problem with several spatial variables is not well posed in the
Hadamard sense and the solvability of this problem depends on the small denominators.

1. Вступ. Останнiм часом дослiдженню
нелокальних крайових задач для диферен-
цiальних рiвнянь iз частинними похiдними
придiляється велика увага. Це зумовлено
рiзними причинами теоретичного i практи-
чного характеру, що стосується теорiї фi-
зики плазми, вологопереносу, коливань рi-
зних систем, розв’язання обернених задач
для рiвняння теплопровiдностi та iншими.
Загалом такi задачi є некоректнi за Ада-
маром, а їх розв’язнiсть залежить вiд оцiн-
ки малих знаменникiв, якi виникають пiд
час побудови розв’язку. Дослiдженню задач
з нелокальними крайовими умовами за ча-
сом та умовами перiодичностi за просторо-
вими змiнними для рiвнянь з частинними
похiдними присвячено, зокрема, роботи [1],
[3]-[5], [8], [11], [12] у яких для аналiзу оцi-
нок знизу малих знаменникiв було викори-
стано методи i результати метричної теорiї
чисел. Оцiнки малих знаменникiв залежать
вiд числа p—кiлькостi просторових змiнних
x1, x2, . . . , xp (при збiльшеннi p швидкiсть
наближення нуля виразами, що мiстять ма-
лi знаменники може лише збiльшуватися). У
статтi у соболєвських просторах дослiджено
нелокальну крайову задачу для однорiдно-
го диференцiального рiвняння з частинними

похiдними зi сталими коефiцiєнтами у дво-
вимiрнiй областi та показано, що у випадку
однiєї просторової змiнної проблеми оцiню-
вання малих знаменникiв не виникає, як за
багатьох просторових змiнних, а вiдповiднi
вирази знизу оцiнюються константами. По-
дiбна задача для диференцiального рiвнян-
ня з узагальненим оператором диференцiю-

вання B = z
∂

∂z
, що дiє на функцiю однiєї

комплексної змiнної, розглянута у роботi [7].
2. Основнi позначення. Постановка

задачi. Позначимо Ω = R/2πZ— однови-
мiрний тор, D = [0, T ]× Ω, де T > 0.

Нехай W—лiнiйний простiр тригономе-
тричних многочленiв (основних функцiй)
вигляду P (x) =

∑
k

Pke
ikx, де Pk—комплекснi

коефiцiєнти, x ∈ Ω, а k пробiгають скiнчен-
ну множину цiлих чисел.

Введемо простiр W′— спряжений з про-
стором W. Це простiр узагальнених 2π–
перiодичних функцiй, якi є формальни-
ми тригонометричними рядами Q(x) =∑
k∈Z

Qke
ikx, що дiють на основну функцiю

P ∈ W за таким правилом 〈Q, P 〉 =∑
k

QkP̄k, де число P̄k є комплексно спряже-

ним з числом Pk.
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Введемо шкали просторiв {Hq(Ω)}q∈R i
{Hn

q (D)}q∈R, де Hq(Ω)— гiльбертовий про-
стiр функцiй ψ=ψ(x)=

∑
k∈Z

ψke
ikx з нормою

‖ψ‖Hq(Ω) =
(∑

k∈Z
k̃2q|ψk|2

)1/2

, k̃ =
√

1 + k2,

а Hn
q (D), n ∈ Z+,— банахiв простiр таких

функцiй u = u(t, x), похiднi яких визна-

чає формула
∂ru(t, x)

∂tr
=

∑
k∈Z

u
(r)
k (t)eikx, r =

0, 1, . . . , n, i для кожного t ∈ [0, T ] вони на-
лежать до просторiв Hq−r(Ω) вiдповiдно та
неперервнi за змiнною t у цих просторах.
Квадрат норми функцiї u у просторi Hn

q (D)
обчислюється за формулою

‖u‖2
Hn

q (D) =
n−1∑
r=0

max
[0,T ]

∥∥∥∂ru(t, ·)
∂tr

∥∥∥
2

Hq−r(Ω)
.

У цилiндрi D розглянемо задачу з нело-
кальними умовами

Lu =
∑

s0+s1≤n

as0,s1

∂s0+s1u

∂ts0∂xs1
= 0, (1)

Mmu = µ
∂mu

∂tm

∣∣∣
t=0

− ∂mu

∂tm

∣∣∣
t=T

= ϕm, (2)

де as0,s1 ∈ C, µ ∈ C\{0}, an,0 = 1, n ∈ N, ϕm,
m = 0, 1, . . . , n − 1,— заданi функцiї змiнної
x, а u = u(t, x)—шукана функцiя.

Нехай q —довiльне дiсне число.
Означення. Пiд розв’язком задачi (1),

(2) розумiємо функцiю u ∈ Cn([0, T ];W′),
яка на вiдрiзку [0, T ] задовольняє рiвняння
(1) i умови (2) у просторi W′ та належить
до простору Hn

q (D).
Якщо виконується умова u ∈ Hn

q (D), то
Lu ∈ H0

q−n(D) i Mmu ∈ Hq−m(Ω) для m =
0, 1, . . . , n− 1, а тому для iснування розв’яз-
ку задачi (1), (2) необхiдно, щоб функцiї ϕm

в нелокальних умовах (2) належали до про-
сторiв Hq−m(Ω) вiдповiдно.

3. Побудова формального розв’язку.
Теорема iснування та єдиностi. Згiдно з
означенням розв’язок задачi (1), (2) шукає-
мо у виглядi ряду:

u(t, x) =
∑

k∈Z
uk(t)e

ikx, (3)

де коефiцiєнти uk = uk(t)—невiдомi функцiї
з простору Cn[0, T ], якi треба визначити.

Пiдставляючи формулу (3) у рiвняння (1)
та умови (2), отримаємо, що функцiя uk(t)
для кожного k ∈ Z є розв’язком вiдповiд-
ної задачi для звичайного диференцiального
рiвняння, а саме задачi:

n∑
j=0

bj(k)
dn−juk(t)

dtn−j
= 0, (4)

µu
(m)
k

∣∣∣
t=0

− u
(m)
k

∣∣∣
t=T

= ϕmk, (5)

де m=0, 1, . . . , n − 1, bj(k)=
j∑

s1=0

an−j,s1(ik)s1 ,

ϕmk —коефiцiєнти Фур’є функцiї ϕm.
Єдинiсть розв’язку uk задачi (4), (5) у

просторi Cn[0, T ] для всiх k ∈ Z є необхi-
дною i достатньою умовою єдиностi розв’яз-
ку задачi (1), (2) у просторi Hn

q (D) для до-
вiльного q ∈ R. Саме тому, якщо хоча б
для одного k iснує нетривiальний розв’язок
ûk = ûk(t) однорiдної задачi (4), (5), то одно-
рiдна задача (1), (2) також має нетривiаль-
ний розв’язок u = û(t, x), який визначається
формулою û(t, z) = ûk(t)e

ikx i розв’язок за-
дачi (1), (2) не може бути єдиним.

Для побудови розв’язку задачi (4), (5)
пронормуємо коефiцiєнти bj(k), j = 0, . . . , n
рiвняння (4) i подамо їх у виглядi добутку
bj(k) = (ik̃)j b̃j(k). Функцiї b̃j(k), як i коефiцi-
єнти bj(k), лiнiйно залежать вiд параметрiв
an−j,0, an−j,1, . . . , an−j,j i рiвномiрно обмеженi
за k. Очевидно, справджується нерiвнiсть

∣∣b̃j(k)
∣∣ ≤

j∑
s1=0

∣∣an−j,s1

∣∣ |k|s1

k̃j
≤

≤ max
s1=0,1,...,j

∣∣an−j,s1

∣∣
j∑

s1=0

|k|s1

k̃j
.

Якщо коефiцiєнти as0,s1 рiвняння (1) розгля-
дати у крузi деякого радiуса A з центром
у початку координат комплексної площини,
то отримаємо оцiнки

∣∣b̃j(0)
∣∣ =

∣∣an−j,0

∣∣ ≤ A,

∣∣b̃j(±1)
∣∣ ≤ (j + 1)2−j/2A ≤ 3A/2,
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∣∣b̃j(k)
∣∣ ≤ A

k̃j

|k|j+1

|k| − 1
<

A|k|
|k| − 1

, k 6∈ {−1, 0, 1},

тобто
∣∣b̃j(k)

∣∣ < 2A для всiх k ∈ Z. Звiдси
випливає, що для всiх (з врахуванням кра-
тностi) коренiв λ1(k), . . . , λn(k) многочлена

Pk(λ) =
n∏

j=1

(λ− λj(k)) = λn +
n∑

j=1

b̃j(k)λn−j

виконуються нерiвностi [10, с. 10]:

|λj(k)| ≤ 1+max {|b̃1|, . . . , |b̃n|} ≤ 1+2A. (6)

Очевидно, що числа γj = ik̃λj(k) є кореня-
ми вiдповiдного характеристичного рiвнян-
ня γn + b1(k)γn−1 + . . . + bn(k) = 0 для дифе-
ренцiального рiвняння (4).

Позначимо через K множину тих цiлих
чисел k, для яких многочлен Pk має кратний
корiнь.

Для рiзних коренiв λ1(k), . . . , λn(k), за-
гальний розв’язок рiвняння (4) має вигляд

uk(t) =
n∑

l=1

Ckle
ik̃λl(k)t, k ∈ Z \K, (7)

де Ckl —довiльнi комплекснi сталi i нале-
жить до простору Cn[0, T ].

Якщо uk(t)—розв’язок задачi (4), (5), то
числа C̃kl =

(
µ − eik̃λl(k)T

)
Ckl, l = 1, 2, . . . , n,

утворюють розв’язок системи лiнiйних алге-
бричних рiвнянь

n∑

l=1

λm
l (k)C̃kl =

ϕmk

(ik̃)m
, (8)

з матрицею Вандермонда
(
λm−1

l (k)
)n

m,l=1
.

Навпаки, якщо числа C̃kl, де l = 1, . . . , n,
утворюють розв’язок системи лiнiйних ал-
гебричних рiвнянь (8), то функцiя uk(t),
що визначена формулою (7), в якiй Ckl =

C̃kl

µ− eik̃λl(k)T
, є розв’язком задачi (4), (5).

Розв’язуючи систему (8) за правилом
Крамера, одержуємо рiвностi

C̃kl =
n−1∑
j=0

∆jl(k)

∆(k)
(ik̃)−jϕjk, k ∈ Z \K,

де ∆(k) =
∏

1≤r<q≤n

(
λq(k) − λr(k)

)
— визна-

чник Вандермонда, а ∆jl(k)—його вiдповiд-
нi алгебричнi доповнення, j = 0, 1, . . . , n−1,
l = 1, . . . , n.

Для того, щоб для кожного k ∈ Z \K за-
дача (4), (5) мала єдиний класичний розв’я-
зок необхiдно i достатньо, щоб виконувалась
умова µ 6= eik̃λl(k)T для l = 1, . . . , n. З цiєї
умови випливає, що ln µ 6= ik̃λl(k)T + i2πm,

або λl(k) 6= ln µ− i2πm

ik̃T
для довiльних m ∈

Z та l = 1, . . . , n, де ln µ— головне значення
логарифма µ.

У протилежному випадку (µ = eik̃λl(k)T

для деякого l) iснує таке число m ∈ Z,
що корiнь λl(k) визначається формулою:

λl(k) =
ln µ− i2πm

ik̃T
. Тому виконується рiв-

нiсть

Pk

(
ln µ− i2πm

iT k̃

)
=

(ln µ− i2πm)n

inT nk̃n
+

+
n∑

j=1

b̃j(k)
(ln µ− i2πm)n−j

in−jT n−j k̃n−j
= 0

або еквiвалентна їй рiвнiсть

(ln µ− i2πm)n+

+
n∑

j=1

bj(k)(iT )j(ln µ− i2πm)n−j = 0. (9)

Для кратних коренiв (k ∈ K) загальний
розв’язок рiвняння (4) також буде мати виг-
ляд (7) з меншою кiлькiстю доданкiв, в яко-
му, залежно вiд кратностi коренiв λl(k), за-
мiсть числових коефiцiєнтiв Ckl будуть мно-
гочленнi коефiцiєнти Ckl(t). Можна показа-
ти [6, 9], що у цьому разi умова (9) також
буде необхiдною i достатньою умовою єди-
ностi розв’язку задачi (4), (5).

Теорема 1. Для iснування та єдино-
стi розв’язку задачi (1), (2) у просторi
Cn([0, T ];W′) необхiдно i достатньо, щоб
рiвняння (9) не мало розв’язкiв у цiлих чи-
слах m i k.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай
однорiдна задача (1), (2) у просторi
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Cn([0, T ];W′) має єдиний розв’язок. То-
дi всi функцiї uk(t) знаходяться однозначно,
тобто однорiдна задача (4), (5) у просто-
рi Cn[0, T ] для всiх k ∈ Z має єдиний
розв’язок, який при k ∈ Z \K має вигляд

uk(t) =
n∑

l=1

n−1∑
j=0

∆jl(k)∏
1≤r<q≤n

(
λq(k)− λr(k)

)×

× eik̃λl(k)t

µ− eik̃λl(k)T
(ik̃)−jϕjk. (10)

Тодi за формулою (3) формальний розв’язок
задачi (1), (2) подається у виглядi ряду

u(t, x) =
∑

k∈K

uk(t)e
ikx+

+
∑

k∈Z\K

n∑

l=1

n−1∑
j=0

∆jl(k)

∆(k)
×

× eik̃λl(k)T

µ− eik̃λl(k)t
(ik̃)−jϕjke

ikx. (11)

Отже, ∆(k) ·
n∏

l=1

(
µ− eik̃λl(k)T

) 6= 0, якщо k ∈
Z \ K, тобто µ 6= eik̃λl(k)T для l = 1, . . . , n.
Таким чином, рiвняння (9) не має розв’язкiв
у цiлих числах m i k. Аналогiчнi нерiвностi
отримуємо при k ∈ K.

Достатнiсть. Доведемо вiд супротивно-
го. Нехай рiвняння (9) має розв’язок для
k∗, m∗. Тодi можна вважати, що λ1(k

∗) =
ln µ− i2πm∗

ik̃∗T
, а однорiдна задача (4), (5)

має розв’язок eik̃∗λ1(k)t=e(ln µ−i2πm∗)t/T . Звiд-
си випливає, що задача (1), (2) у просто-
рi Cn([0, T ];W′) має або безлiч розв’язкiв,
оскiльки u∗(t, x)=Ce(ln µ−i2πm∗)t/T+ikx, де C —
довiльна комплексна стала, є розв’язками
вiдповiдної однорiдної задачi, або жодного.

Теорему доведено.
4. Оцiнювання розв’язку та достатнi

умови iснування.
Доведемо належнiсть розв’язку (11) за-

дачi (1), (2) до простору Hn
q (D). Враховую-

чи, що K— скiнченна множина (буде показа-
но далi), оцiнимо абсолютну величину фун-
кцiй uk та їх похiдних до порядку n лише

для k ∈ Z \K, зокрема

∣∣u(r)
k (t)

∣∣ ≤ k̃r

|∆(k)| max
j,l

|∆jl(k)|×

×
n∑

l=1

∣∣λr
l (k)eik̃λl(k)t

∣∣
∣∣µ− eik̃λl(k)T

∣∣
n−1∑
j=0

∣∣k̃−jϕjk

∣∣, t ∈ [0, T ].

Пiднесемо обидвi частини нерiвностi до
квадрату i перетворимо до вигляду

∣∣u(r)
k (t)|2 ≤ n3(1 + 2A)2r k̃2r

|∆(k)|2×

×max
j,l

|∆jl(k)|2 max
l

∣∣∣ eik̃λl(k)t

µ− eik̃λl(k)T

∣∣∣
2

×

×
n−1∑
j=0

∣∣k̃−jϕjk

∣∣2. (12)

Оскiльки ∆jl(k)— визначники порядку
n − 1, що мають обмеженi елементи, якi є
степенями чисел λ1, . . . , λn, то з (6) маємо

|∆jl(k)| ≤ (n− 1)!(1 + 2A)(n−1)n/2. (13)

Для подальшої оцiнки |uk| розглянемо вираз

∆2(k) =
∏

1≤r<q≤n

(λq(k)− λr(k))2,

який є дискримiнантом D(k) полiнома Pk i
визначається за коефiцiєнтами цього полiно-
ма [2, с. 124]:

D(k) = (−1)n(n−1)/2 det

(
V1

V2

)
,

де
(

V1

V2

)
—квадратна матриця, яка скла-

дається з блокiв V1=
(
v1

j−i(k)
)
i V2=

(
v2

j−i(k)
)

з n − 1 i n рядками вiдповiдно, де можливi
ненульовi значення дають формули

v1
j (k) =

{
b̃j(k), 1 ≤ j ≤ n;
1, j = 0;

v2
j (k) =

{
(n− j)b̃j(k), 1 ≤ j ≤ n;
n, j = 0.

Дискримiнант D(k), що є многочленом
степеня n(n − 1) за змiнною k, k 6= 0, по-
дамо у такому виглядi:

24 Буковинський математичний журнал. 2014. – Т. 2, № 4.



D(k) =
(k

k̃

)n(n−1)(
D0 − iD1

k
− D2

k2
+

+
iD3

k3
+ . . . +

i−n(n−1)Dn(n−1)

kn(n−1)

)
, (14)

де D0, D1, . . . , Dn(n−1) —комплекснi числа,
якi є многочленами вiд as0,s1 , причому D0 —

дискримiнат многочлена λn+
n∑

j=1

an−j,jλ
n−j—

характеристичного многочлена головної ча-
стини рiвняння (1).

Нехай D0 6= 0, тодi для k 6= 0 з фактори-
зацiї

D(k) =
D0

2

(k

k̃

)n(n−1)(
2+

+
2

kD0

(
− iD1 − D2

k
+

+
iD3

k2
+ . . . +

i−n(n−1)Dn(n−1)

kn(n−1)−1

))

випливає нерiвнiсть |D(k)|≥|D0|
2

( |k|
k̃

)n(n−1)

при |k| ≥ D̃0

|D0| , де

D̃0 = 2(|D1|+ |D2|+ . . . + |Dn(n−1)|).
Для дробу |k|/k̃ справедливою є оцiнка

|k|
k̃
≥ 1√

2
, k ∈ Z \ {0}. (15)

Врахувавши нерiвнiсть (15), оцiнимо модуль
D(k) знизу

|D(k)| ≥ |D0|
2

·
( 1√

2

)n(n−1)

=

=
(√

2
)−n(n−1)−2|D0|, |k| ≥ D̃0

|D0| . (16)

Iз факторизованого зображення дискримi-

нанта маємо на множинi {k : |k| ≥ D̃0

|D0|} та-

кож нерiвнiсть |D(k)| ≤ 3|D0|/2.
З умови k ∈ K випливає |k| < D̃0

|D0| , тому
оцiнка (16) вказує на скiнченнiсть множини
K.

У формулi (12) оцiнимо зверху дроби
eik̃λl(k)t

µ− eik̃λl(k)T
. Для цього використаємо такi

двi формули:
∣∣eik̃λl(k)t

∣∣ = e−k̃Im λl(k)t ≤ max
{
e−k̃Im λl(k)T , 1

}
,

k̃|Im λj| → ∞, при |k| → ∞.
Очевидно, що треба довести лише другу

формулу.
З рiвностi 2 Im λj(k) = λj(k)−λ̄j(k) i того,

що −λ̄1(k), . . . ,−λ̄n(k) є коренями многочле-
на

P1k(λ)=
n∏

j=1

(λ−λ̄j(k))=λn+
n∑

j=1

¯̃bj(k)λn−j,

отримаємо, що числа 2 Im λj(k) є множни-
ками результанта [2, с. 128]

R(k) =
n∏

j=1

n∏

l=1

(λj(k)− λ̄l(k))

многочленiв Pk та P1k.
Для довiльного j = 1, . . . , n оцiнимо мо-

дуль даного результанта зверху

|R(k)| ≤ 2n2

(1 + 2A)n2−1|Im λj|.
Для оцiнки знизу подамо результант, як

i дискримiнант D(k), у виглядi

R(k) =
(k

k̃

)n2(
R0 − iR1

k
− R2

k2
+

+
iR3

k3
+ . . . +

i−n2
Rn2

kn2

)
, k 6= 0, (17)

де R0 дорiвнює результанту головних частин
(за k i λ) многочленiв Pk та P1k. У разi R0 6=
0 маємо добуток

R(k) =
R0

2

(k

k̃

)n2(
2 +

2

kR0

(
− iR1 − R2

k
+

+
iR3

k2
+ . . . +

i−n2
Rn2

kn2−1

))
.

Якщо k ∈ Z i |k| ≥ R̃0

|R0| , де

R̃0 = 2(|R1|+ |R2|+ . . . + |Rn2|),
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то справджується нерiвнiсть

|R(k)| ≥ |R0|
2

( |k|
k̃

)n2

≥ (
√

2)−n2−2|R0|.

Оскiльки k̃ →∞, коли |k| → ∞, то з цiєї
оцiнки випливає друга формула, тобто

k̃|Im λj(k)| ≥ k̃ · 2−n2

(1 + 2A)1−n2|R(k)| ≥
≥ k̃ · (

√
2)−3n2−2(1 + 2A)1−n2|R0| → ∞.

Для шуканої оцiнки дробiв враховуємо
знак уявної частини кореня λj(k). Якщо
Im λj(k) < 0, то справджується рiвномiрна
на [0, T ] оцiнка

∣∣∣ eik̃λl(k)t

µ− eik̃λl(k)T

∣∣∣ ≤ 1∣∣∣µe−ik̃λl(k)T − 1
∣∣∣
≤ 2

при k̃ ≥ M1

|R0| i |k| ≥
R̃0

|R0| , де

M1 =
ln(2|µ|)

T
(
√

2)3n2+2(1 + 2A)n2−1.

Якщо ж Im λj(k) > 0, то аналогiчно
∣∣∣ eik̃λl(k)t

µ− eik̃λl(k)T

∣∣∣ ≤ 1∣∣µ− eik̃λl(k)T
∣∣ ≤

2

|µ|

при k̃ ≥ M2

|R0| i |k| ≥
R̃0

|R0| , де

M2 =
ln(2/|µ|)

T
(
√

2)3n2+2(1 + 2A)n2−1.

Отже, при k̃ ≥ max
(M1,M2)

|R0| i |k| ≥ R̃0

|R0|
для виразу

eik̃λl(k)t

µ− eik̃λl(k)T
справджується така

нерiвнiсть:
∣∣∣ eik̃λl(k)t

µ− eik̃λl(k)T

∣∣∣ ≤ 2 max
(
1,

1

|µ|
)
. (18)

Iз формул (12), (13), (16) i (18) для всiх
t ∈ [0, T ] та k ∈ Z \ K0 отримаємо оцiнку
розв’язку задачi (4), (5) та його похiдних до
n–го порядку

|u(r)
k (t)|2 ≤ C̃0

|D0|
n−1∑
j=0

|k̃|2(r−j)|ϕjk|2, (19)

де C̃0 = C̃0(A, n, µ) > 0, K0 — скiнченна мно-
жина цiлих чисел k, для яких справедлива

нерiвнiсть |k| ≤ max
( D̃0

|D0| ,
R̃0

|R0|
)
або нерiв-

нiсть k̃ ≤ max
(M1,M2)

|R0| .

Теорема 2. Нехай D0R0 6= 0, рiвняння
(9) для всiх k ∈ K0 не має розв’язкiв у цi-
лих числах m. Тодi iснує лише один розв’я-
зок задачi (1), (2) для довiльних ϕ0 ∈ Hq(Ω),
ϕ1 ∈ Hq−1(Ω),. . . , ϕn−1 ∈ Hq−n+1(Ω). Цей
розв’язок неперервно залежить вiд правих
частин ϕ0, ϕ1, . . . , ϕn−1 умов (2), зокрема

‖u‖2
Hn

q (D) ≤
C0

|D0|
n−1∑
j=0

‖ϕj‖2
Hq−j(Ω), (20)

де додатна величина C0 залежить вiд кое-
фiцiєнтiв as0,s1 рiвняння (1) i параметра µ,
а також вiд чисел A та n.

Доведення. З умови D0R0 6= 0 випливає
оцiнка (19) розв’язку uk задачi (4), (5) для
k ∈ Z \ K0. Якщо ж k ∈ K0, то розв’язок uk

iснує та належить до простору Cn[0, T ].
Враховуючи формулу (11) та нерiвнiсть

(19), оцiнимо зверху квадрат норми розв’яз-
ку задачi (1), (2):

‖u‖2
Hn

q (D) ≤
n∑

r=0

max
[0,T ]

∑

k∈K00

∣∣u(r)
k (t)

∣∣2k̃2(q−r)+

+
C̃0

|D0|
n∑

r=0

∑

k∈Z\K0

k̃2(q−r)

n−1∑
j=0

|k̃|2(r−j)|ϕjk|2 ≤

≤ C0

|D0|
n−1∑
j=0

‖ϕj‖2
Hq−j(Ω).

Остання нерiвнiсть випливає зi скiнченностi
множини K0, а C̃0 взято з нерiвностi (19).

Теорему доведено.
Iз теореми 2 iснування розв’язку отриму-

ємо важливий наслiдок про бiєктивну влас-
тивiсть оператора задачi (1), (2).

Наслiдок. За умов теореми 2 оператор
нелокальних умов (2) є бiєктивним вiдобра-
женням u 7→ (ϕ0, ϕ1, . . . , ϕn−1) з простору
розв’язкiв u рiвняння (1), якi належать до
Hn

q (D), на простiр Hq(Ω)×Hq−1(Ω)× . . .×
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Hq+1−n(Ω). Враховуючи нерiвнiсть (20) вiн
є гомеоморфiзмом.

Рiвняння D0 = 0 i R0 = 0 у просто-
рi C(n+1)(n+2)/2 коефiцiєнтiв as0,s1 диференцi-
ального рiвняння (1) визначають алгебричнi
гiперповерхнi, а рiвняння (9) — гiперплощи-
ну для фiксованих k i m. Тому умови те-
ореми 2 можуть не виконуватися лише на
множинi коефiцiєнтiв нульвої мiри Лебега.

Якщо умови теореми 2 не виконуються,
то розв’язок задачi (1), (2) або не iснує для
всiх ϕ0 ∈ Hq(Ω), ϕ1 ∈ Hq−1(Ω),. . . , ϕn−1 ∈
Hq−n+1(Ω), або iснує, але не єдиний, або не
належить до простору Hn

q (D).
5. Висновки. У роботi дослiджено ко-

ректнiсть нелокальної крайової задачi для
безтипного рiвняння з частинними похiдни-
ми зi сталими коефiцiєнтами у двовимiр-
нiй областi. Встановлено умови однозначної
розв’язностi цiєї задачi у просторi Hn

q (D)
при належностi правих частин ϕm, де m =
0, 1, . . . , n− 1, нелокальних умов (2) до шка-
ли просторiв {Hl(Ω)}l∈R. Проведено аналiз
розв’язку задачi та показано, що на вiдмi-
ну вiд задачi з багатьма просторовими змiн-
ними, у разi однiєї дiйсної змiнної пробле-
ми малих знаменникiв не виникає. Знамен-
ники оцiнюються знизу додатними сталими,
що вказує на коректнiсть за Адамаром роз-
глядуваної задачi.
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