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БIФУРКАЦIЇ В МОДИФIКОВАНIЙ МОДЕЛI ЕЙГЕНА ЯК ПРОЯВ
САМООРГАНIЗАЦIЇ

В роботi розглядається модель розiмкненого гiперциклу Ейгена, що використовується для
опису сукцесiй в екологiчних системах. Видiлено два типи самоорганiзацiйних процесiв (ево-
люцiйний та деградацiйний), що вiдбуваються в системi, описано їх особливостi. Показано
роль бiфуркацiй у процесi самоорганiзацiї.

In article a succession in ecological systems is considered. The model of open Eigen’s hypercycle
is used to describe this process. It was distinguished two types of self-organizing processes (evoluti-
onary and degradation) that are occurred in the system. It was described its features. It was shown
role of bifurcations in the process of self-organization.

Вступ. Однiєю з найбiльш цiкавих вла-
стивостей нелiнiйних систем є здатнiсть
до самоорганiзацiї. Вiдзначимо, що вперше
вдалося математично описати данi процеси
тiльки в 70 рр. ХХ ст. Основи синергетики
були закладенi в роботах Г. Хакена [7], Г. Нi-
коласа, I. Пригожина [3]. Значну роль у ста-
новленнi цiєї теорiї зiграли роботи Б.П. Бi-
лоусова [1], А.М. Жаботинського [2,9], А. П.
Руденка [4]. Вони розглядали процеси фор-
мування складних просторових структур у
фiзичних i хiмiчних системах. Окремо слiд
вiдзначити дослiдження присвяченi самоор-
ганiзацiї в екологiчних системах. Так, в ро-
ботi А.П. Мiхайлова описано просторову са-
моорганiзацiю популяцiй, для опису взаємо-
дiї яких використовувалися рiвняння дифу-
зiйного типу [6]. Мозаїчна структура еколо-
гiчних макросистем дослiджується в роботi
К.Х. Рiiттерса та Дж.Д. Вiкхама [10].

Переважна бiльшiсть дослiджень направ-
лена на аналiз просторових i просторово-
часових процесiв самоорганiзацiї, загальнi ж
механiзми i тенденцiї самоорганiзацiї зали-
шаються поза розглядом. Дослiдження са-
моорганiзацiї систем у часi, визначення па-
раметрiв, якi впливають на неї, i бiфурка-
цiй, що вiдбуваються в ходi процесу — всi
цi питання залишаються в значнiй мiрi вiд-
критими. Їх висвiтлення дозволило б зрозу-
мiти механiзми ускладнення структури та-
ких систем, що є, безумовно, важливим для

подальшого розвитку математичного моде-
лювання.

Мета роботи полягає саме в дослiдженi
процесiв самоорганiзацiї в часi, визначення
нелiнiйних властивостей системи, що вiдпо-
вiдають за таку динамiку останньої.

Для реалiзацiї поставленої мети в робо-
тi розглядатиметься модель розiмкненого гi-
перциклу Ейгена [8], що використовується
для опису сукцесiй в екологiчних системах.

Узагальнена модель гiперциклу Ей-
гена. Розглянемо модель виду:

dxi

dt
=

(
fi (X)− 1

S0

∑n
j=1 xjfj (X)

)
xi,

i = 1, n,
(1)

де xi, i = 1, n — змiнна, потужнiсть (ма-
са, чисельнiсть) асоцiацiї (тут i надалi ро-
зумiтимемо залежнiсть змiнних вiд часу);
fi(X), i = 1, n — деяка функцiя зв’язку мiж
асоцiацiями; S0 — ємнiсть середовища (S0 >
0); X = [x1, ..., xn]T . Просумувавши всi рiв-
няння системи (1) отримаємо:

d
n∑

i=1

xi

dt
=


1−

n∑
i=1

xi

S0




n∑
i=1

xifi (X) .

Проаналiзуємо отриманий вираз. Очеви-
дно, що серед стацiонарних точок моделi (1)
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є такi, сума координат яких дорiвнює S0, а
також стацiонарна точка зi всiма нульовими
координатами.

Розглянемо лише додатну область в про-
сторi координат x1, ..., xn (що є логiчно з бо-
ку практичної iнтерпретацiї моделi). Якщо
fi (X) > 0, i = 1, n, то система намагається
стабiлiзувати сумарну потужнiсть асоцiацiй
на рiвнi S0. Якщо ж fi (X) < 0, i = 1, n i сума
початкових координат менша за S0, то нада-
лi сума координат прямує до нуля; якщо ж
сума початкових координат бiльша за S0, то
надалi сума координат зростає.

Самоорганiзацiя через змiну керую-
чого параметра. Нехай взаємодiя мiж асо-
цiацiями в моделi (1) описується функцiями
Аллена:

F1 (X) = N − x1,
Fi (X) = ai−1xi−1 − xi, i = 2, n,

(2)

де N — коефiцiєнт, що задає значення чи-
сельностi рiвноваги для першої асоцiацiї,
при вiдсутностi другої (N > 0); ai — кое-
фiцiєнт, що вiдображає залежнiсть (i + 1)-ої
асоцiацiї вiд i-ої (ai > 0).

Дослiджено стацiонарнi точки двовимiр-
ного випадку моделi (1) - (2). Визначе-
но, що при S0/N ∈ (

0, (a1 + 1)−1) стiй-
кою стацiонарною точкою є (S0, 0); то-
чка

(
S0+N
a1+2

, S0(a1+1)−N
a1+2

)
буде стiйкою, якщо

S0/N ∈ (
(a1 + 1)−1 , a1 + 1

)
; а при S0/N ∈

(a1 + 1, +∞) стiйкою буде точка (N, a1N).
Таким чином, при будь-яких додатних зна-
ченнях параметрiв на фазовому портретi
двовимiрної моделi розiмкнутого гiперциклу
Ейгена iснує тiльки один аттрактор.

Згiдно аналiзу поведiнки траєкторiй бiля
стацiонарних точок двовимiрного випадку
моделi (1)-(2) можна стверджувати, що при
розглядi всього фазового портрету бiфур-
кацiї в системi вiдсутнi. Проте, якщо роз-
глядатимемо лише першу чверть (що є ло-
гiчним, враховуючи практичний смисл мо-
делi), можемо помiтити наступну власти-
вiсть. Якщо S0/N ∈ (

0, (a1 + 1)−1), то в пер-
шому квадрантi фазової площини знаходи-
ться п’ять стацiонарних точок. При S0/N ∈

(
(a1 + 1)−1 , +∞)

в першiй чвертi iснує шiсть
стацiонарних точок. У цьому випадку ми
можемо говорити про бiфуркацiю. Бiфурка-
цiйнi значення параметрiв визначаються як
S0/N = (a1 + 1)−1.

З практичної точки зору це означає,
що при малих значеннях розмiру екологi-
чної нiшi (S0/N ∈ (

0, (a1 + 1)−1)) в еко-
системi iснує тiльки одна асоцiацiя. При
S0/N ∈ (

(a1 + 1)−1 , a1 + 1
)
в бiогеоценозах

конкурують двi асоцiацiї. А коли S0/N ∈
(a1 + 1, +∞), ми можемо говорити про на-
явнiсть надлишку ресурсiв у системi. Вiдмi-
тимо, що бiфуркацiйне значення параметрiв
визначає момент появи в екологiчнiй систе-
мi другої асоцiацii.

Придiлимо увагу i тривимiрному випад-
ку моделi (1)-(2). Дослiджено поведiнку
траєкторiй бiля стацiонарних точок даної
моделi. Було визначено, що при S0/N ∈(
0, (a1 + 1)−1) стiйкою буде точка (S0, 0, 0);

якщо S0/N ∈
(
(a1 + 1)−1 , 1+a1+a2

1+a2+a1a2

)
,

то стiйкою стацiонарною точкою бу-
де точка

(
S0+N
a1+2

, S0(a1+1)−N
a1+2

, 0
)
; при

S0/N ∈
(

1+a1+a2

1+a2+a1a2
, 1 + a1 + a1a2

)

стiйкою буде точка
(

S0+N(a2+2)
a1a2+a1+a2+3

,

(a1+1)S0+(a1−1)N
a1a2+a1+a2+3

, (a1a2+a2+1)S0−(a1+a2+1)N
a1a2+a1+a2+3

)
;

точка (N, a1N, a1a2N) буде стiйкою, якщо
S0/N ∈ (1 + a1 + a1a2, +∞).

Знову звернемо увагу на бiфуркацiї, що
можуть вiдбуватися в системi. При розгля-
дi всього фазового простору тривимiрно-
го випадку моделi (1)-(2) можна говорити
про одну бiфуркацiю (бiфуркацiйне значен-
ня параметрiв визначаються як S0/N = 1),
пiдчас якої зникає одне сiдло i з’являється
нестiйкий вузол.

Якщо ж розглядати лише перший октант
фазового простору, то можемо говорити про
ще двi бiфуркацiї, якi пов’язанi з появою
додаткових стацiонарних точок у цiй ча-
стинi фазового простору моделi. Бiфурка-
цiйнi значення параметрiв обчислюються як
S0/N = (a1 + 1)−1 та S0/N = 1+a1+a2

1+a2+a1a2
.

Iнтерпретуємо отриманий результат до
поведiнки екологiчних систем. Як можна по-
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бачити, система з трьох асоцiацiй на пер-
ших етапах свого розвитку проходить тi
самi етапи, що i бiльш проста екосисте-
ма. Так, при S0/N ∈ (

0, (a1 + 1)−1) в еко-
логiчнiй системi достатньо ресурсiв тiльки
для пiдтримки однiєї асоцiацiї. При S0/N ∈(
(a1 + 1)−1 , 1+a1+a2

1+a2+a1a2

)
в бiогеоценозах до-

статньо ресурсiв для утримання двох асоцi-
ацiй. Коли S0/N ∈

(
1+a1+a2

1+a2+a1a2
, 1 + a1 + a1a2

)

в системi можуть конкурувати три асоцi-
ацiї. А при S0/N ∈ (1 + a1 + a1a2, +∞) в
бiогеоценозах з’являється надлишок ресур-
сiв. Потрiбно вiдзначити, що третя асоцiацiя
з’являється ранiше, нiж надлишок ресурсiв
в екосистемi з двома асоцiацiями. Крiм то-
го, вiдмiтимо, що бiфуркацiї, якi розглядаю-
ться лише при аналiзi першого октанта фа-
зового простору моделi, визначають момент
появи вiдповiдно другої та третьої ассоцiацiї
в системi. Щодо бiфуркацiї при S0/N = 1,
то вона визначає рiзнi механiзми стабiлiзацiї
системи при виходi останньої з стабiльного
режиму функцiонування.

В описаному процесi можна помiтити еле-
менти самоорганiзацiї. Система здатна сама
визначати свою розмiрнiсть i ускладнювати-
ся залежно вiд розмiру екологiчної нiшi. Цей
процес був названий самоорганiзацiєю через
змiну керуючого параметра. Очевидно, що
таким параметром є ємнiсть середовища S0.
Також зазначимо, що процес самоорганiза-
цiї вiдбувається через механiзм бiфуркацiй,
що пов’язано з перебудовою структури си-
стеми.

Самоорганiзацiя через змiну кiлько-
стi компонентiв. Цiкавим з практичної то-
чки зору є твердження, що сформоване в
роботi [5]: якщо праворуч вiд нульової ко-
ординати стацiонарної точки моделi разi-
мкнутого гiперциклу Ейгена iснує ненульо-
ва координата, то така точка нестiйка при
будь-яких додатних значеннях параметрiв.
З практичної точки зору це означає насту-
пне: якщо в екологiчнiй системi iснує деяка
асоцiацiя, то iснують i асоцiацiї попередни-
ки.

Покажемо подiбнi властивостi у триви-
мiрному випадку моделi (1)-(2). Для цьо-

го використаємо iдеї методу внутрiшнiх бi-
фуркацiй. Визначимо стацiонарне значення
змiнної x3 за умови, що всi iншi змiннi роз-
глядаються як параметри:

x
(1)
3 = 0, (3)

x
(2)
3 = (S0+a2x2−

2

−
√

(S0−a2x2)2+4(Nx1+a1x1x2−x2
1−x2

2)
)

2
,

(4)

x
(3)
3 = (S0+a2x2+

2

+
√

(S0−a2x2)2+4(Nx1+a1x1x2−x2
1−x2

2)
)

2
.

(5)

Нехай x1 = 0 i x2 = 0 (тобто з системи, що
функцiонує у стабiльному режимi, вилуча-
ються перша та друга асоцiацiї вiдповiдно).
Тодi x3 змiнюється за законом:

dx3

dt
= −x2

3

(
1− x3

S0

)
. (6)

З продеденого вище дослiдження очевидно,
що x3 < S0. Тому вираз у правiй частинi рiв-
няння (6) вiд’ємний, а x3 зменшується. Тоб-
то x3 змiнюється за законом (4). Як можна
побачити, з часом x3 дорiвнюватиме нулю.

Розглянемо ситуацiю, коли x2 = 0 (з си-
стеми, що функцiонує у стабiльному режи-
мi, вилучається лише друга асоцiацiя). Тодi
x3 змiнюється за законом:

dx3

dt
= −x3

(
x3 − x2

3

S0

+
x1 (N − x1)

S0

)
. (7)

Якщо в початковий момент в системi стiй-
кою стацiонарною точкою є (N, a1N, a1a2N)
(тобто iснує надлишок ресурсiв), тодi закон
(7) еквiвалентний закону (6), i x3 зменшує-
ться до нуля.

Проаналiзуємо випадок, коли в си-
стемi в початковий момент стацiонар-
на точка

(
S0+N(a2+2)

a1a2+a1+a2+3
, (a1+1)S0+(a1−1)N

a1a2+a1+a2+3
,

(a1a2+a2+1)S0−(a1+a2+1)N
a1a2+a1+a2+3

)
стiйка (тобто ресур-

си обмеженi). Тодi рiвняння (7) запишеться
як

dx3

dt
= −x3

(
x3 − x2

3

S0
+

+ ((2+a2)N+S0)((1+a1+a1a2)N−S0)

S0(a1+a2+a1a2+3)2

)
.
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Оскiльки у цьому випадку S0 <
(1 + a1 + a1a2) N , то полiном у правiй
частинi рiвняння (7) вiд’ємний, а x3 змiнює-
ться згiдно з законом (4). Отже, з часом x3

прямує до нуля.
Визначимо, як змiнюється x1 у цьому ви-

падку. Запишемо стацiонарнi значення x1,
якщо всi iншi змiннi розглядати як параме-
три:

x
(1)
1 = 0, (8)

x
(2)
1 = N+S0+a1x2

2
−

−
√

(N+S0+a1x2)2+4(a2x2x3−x2
2−x2

3−NS0)
2

,
(9)

x
(3)
1 = N+S0+a1x2

2
+

+

√
(N+S0+a1x2)2+4(a2x2x3−x2

2−x2
3−NS0)

2
.

(10)

Легко показати, що x
(3)
1 стiйке стацiонарне

положення. Таким чином, якщо x2 = 0, то
x1 = S0.

Отже, вилучення першої та другої асоцi-
ацiї з системи, призводить до повної дегра-
дацiї останньої. Якщо ж з системи вилучи-
ти лише другу асоцiацiю, то перша асоцiа-
цiя використає всi доступнi ресурси i дося-
гне розмiру S0, при цьому третя асоцiацiя
зникне. Подiбну поведiнку систем можна по-
казати i при вилученi iнших асоцiацiй.

У цьому випадку спостерiгається само-
органiзацiя системи через змiну кiлькостi
компонентiв, причому процес має деграда-
цiйний характер: вилучення компонента си-
стеми призводить до спрощення останньої.
Однак подiбнi стани є нестiйкими, i система,
запускаючи механiзми гомеостазу, намагає-
ться вiдновити свою структуру.

Покажемо здатнiсть до вiдновлення у
тривимiрному випадку моделi (1)-(2). Ви-
значимо стацiонарне значення змiнної x2 за
умови, що всi iншi змiннi розглядаються як
параметри:

x
(1)
2 = 0, (11)

x
(2)
2 = S0+a1x2+a2x3

2
−

−
√

(S0+a1x1+a2x3)2+4(Nx1−x2
1−S0a1x1−x2

3)
2

,
(12)

x
(2)
2 = S0+a1x2+a2x3

2
+

+

√
(S0+a1x1+a2x3)2+4(Nx1−x2

1−S0a1x1−x2
3)

2
.

(13)

Розглянемо ситуацiю, коли x2 = x
(1)
2 (тобто

вилучається друга асоцiацiя). Тодi x3, зале-
жно вiд початкових умов, дорiвнює

x
(1)
3 = 0, x1 >

(
N +

√
N2 + S2

0

)

2
(14)

x
(2)
3 =

(
S0−
√

S2
0+4x1(N−x1)

)

2
,

0 < x1 <

(
N+
√

N2+S2
0

)

2
,

(15)

або

x
(3)
3 =

(
S0+
√

S2
0+4x1(N−x1)

)

2
,

0 < x1 <

(
N+
√

N2+S2
0

)

2
,

(16)

Стан (11) стiйкий, якщо

x2
1 −Nx1 + x2

3

S0

+ a1x1 < 0. (17)

Якщо початкове значення x1 досить ве-
лике (випадок (14)), тодi x3 зменшується, а
нерiвнiсть (17) виконується при 0 < x1 <
N − S0a1, S0 < N/a1. Проте данi значення
параметрiв не задовольняють умовi в (14).
Таким чином, цей стан системи є нестiйким.

Розглянемо випадок, x3 змiнюється за за-
коном (15). Цей стан системи стiйкий, якщо

N < x1 <

(
N+
√

N2+S2
0

)

2
. Нерiвнiсть (17) вико-

нується при 0 < x1 < (N − S0a1) (a2
1 + 1)

−1,
S0 < N/a1. Враховуючи цi двi умови, можна
стверджувати, що нерiвнiсть (17) не вико-
нується. Тобто стани (11) та (15) не можуть
бути одночасно стiйкими. Якщо ж значення
x3 змiнюється за законом (16), то стан (11)
буде нестiйким.

Розглянемо ситуацiю, коли x1 = x
(1)
1 (тоб-

то з системи, що складається з трьох асоцiа-
цiй, вилучається перша асоцiацiя). Цей стан
стiйкий, якщо

N +
(
x2

2 − a2x2x3 + x2
3

)
S−1

0 < 0. (18)

Запишемо, яким буде розмiр x2, в данiй си-
туацiї:

x
(1)
2 = 0,

0 < a2 < 2 i 0 < x3 < S0 (2− a2)
−1 ,

(19)

100 Буковинський математичний журнал. 2014. – Т. 2, № 4.



x
(2)
2 = S0+a2x3

2
−

−
√

(S0+a2x3)2−4x2
3

2
,{

a2 ≥ 2,
x3 ≥ 0,

∪
{

0 < a2 < 2,

x3 > S0 (2− a2)
−1 ,

(20)

x
(2)
2 = S0+a2x3

2
−

−
√

(S0+a2x3)2−4x2
3

2
,{

a2 ≥ 2,
x3 ≥ 0,

∪
{

0 < a2 < 2,

x3 > S0 (2− a2)
−1 ,

(21)

Якщо x2 = x
(1)
2 (19), то, очевидно, що не-

рiвнiсть (18) не виконується. Тому стан (8)
нестiйкий.

Якщо x2 змiнюється за законом (20), то
легко показати, що умова (18) також не ви-
конується. Щодо стану (21), то вiн не стiй-
кий. Таким чином, вiдсутнi такi значення
параметрiв, при яких стан (8) є стiйким
одночасно з тим, щоб був стiйким хоча б
один зi станiв (19), (20) або (21).

Отже, такий режим функцiонування еко-
логiчнної системи, при якому з останньої
вилученнi певнi асоцiацiї, є нестабiльним.
А поява представникiв цих асоцiацiй запу-
скає механiзм гомеостазу, i система вiднов-
лює свою структуру.

Висновок. В роботi дослiджено модель
розiмкненого гiперциклу Ейгена, що вико-
ристовується для моделювання екологiчних
сукцесiй. Показано, що за допомогою даної
моделi можна описати процеси самоорганi-
зацiї в бiогеоценозах. Видiлено два види са-
моорганiзацiї: самоорганiзацiя через змiну
керуючого параметру та самоорганiзацiя че-
рез змiну кiлькостi компонентiв.

В ролi керуючого параметру, очевидно, є
розмiр екологiчної нiшi S0. Залежно вiд зна-
чень даного параметру система може виби-
рати свою розмiрнiсть. Крiм того, показано,
що кожний етап сукцесiї (а саме включен-
ня нової асоцiацiї) пов’язаний з бiфуркацiєю
додатної областi фазового простору моделi.
Таким чином, ускладнення системи вiдбува-
ється через механiзм бiфуркацiй.

Сумарна потужнiсть асоцiацiй на кожно-
му етапi розвитку бiогеоценоза, дорiвнює
розмiру екологiчної нiшi S0, а у випадку на-
длишку ресурсiв — прямує до цього значе-

ння. Таким чином, екосистема, згiдно з “че-
твертим законом термодинамiки”, намагає-
ться прийняти форму, що максимально ви-
користовує енергетичнi можливостi середо-
вища.

Другий вид самоорганiзацiї має деграда-
цiйний характер i повязаний зi спрощенням
системи при вилученнi її компонентiв. Вiн є
результатом iснування певних наслiдкових
зв’язкiв мiж асоцiацiями в екосистемi. Слiд
вiдмiтити, що стан “спрощеної системи” є не-
стабiльним, а поява представникiв вилуче-
них асоцiацiй запускає механiзм вiдновлен-
ня.
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