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РОЗВ’ЯЗНIСТЬ ЗАДАЧI КОШI ТА ДВОТОЧКОВОЇ ЗА ЧАСОМ ЗАДАЧI
ДЛЯ ЕВОЛЮЦIЙНИХ РIВНЯНЬ З ОПЕРАТОРАМИ УЗАГАЛЬНЕНОГО

ДИФЕРЕНЦIЮВАННЯ ГЕЛЬФОНДА-ЛЕОНТЬЄВА

Встановлена розв’язнiсть задачi Кошi та двоточкової задачi для еволюцiйних рiвнянь з
операторами узагальненого диференцiювання у просторах типу S та S′.

We prove the solvability of the Cauchy and the two-point problems for evolution equations
with generalized differential operators in spaces of S and S′-type.

У теорiї аналiтичних у крузi функцiй
вивчається питання про зображення лiнiй-
них неперервних вiдображень у виглядi опе-
раторiв узагальненого диференцiювання та
iнтегрування скiнченного та нескiнченного
порядкiв. Цими питаннями займалися Ж.
Дельсарт, Ж.-Л. Лiонс, Ю.Ф. Коробейник,
М.I. Нагнибiда, В.В. Напалков, В.П. Подпо-
рiн, С.С. Лiнчук, В.А. Ткаченко, I.I Райчи-
нов, М.Ю.Царьков та iншi математики.

Важливий клас операторiв узагальнено-
го диференцiювання утворюють оператори
Гельфонда-Леонтьєва [1], введенi в середи-
нi XX сторiччя при вивченнi розкладiв цi-
лих функцiй в узагальненi ряди Фур’є. Цi
оператори позначаються такими символами
Dn(F, ·), n ∈ N. Властивостi таких опера-
торiв дослiджували i продовжують дослi-
джувати математики в просторi A∞ одно-
значних i цiлих в C функцiй з топологiєю
компактної збiжностi (A∞ не є нормованим
простором, але в той же час A∞ – простiр
Фреше). Прикладами iнших просторiв, еле-
ментами яких є цiлi функцiї i якi викори-
стовуються при дослiдженнi проблеми про
класи єдиностi та класи коректностi задачi
Кошi для рiвнянь з частинними похiдними
зi сталими (або залежними лише вiд t) кое-
фiцiєнтами, є простори Sβ

α, α > 0, 0 < β < 1,
введенi в [2].

Функцiї з таких просторiв на дiйснiй осi
разом з усiма своїми похiдними при |x| → ∞
спадають швидше, нiж exp{−a|x|}, a > 0,
x ∈ R. Топологiя просторiв Sβ

α вiдрiзняється

вiд топологiї простору A∞.
Якщо F (z) = ez, n = 1, то D1(ez, ·) збi-

гається iз звичайним оператором диферен-
цiювання. У працях Горбачука М.Л., Гор-
бачук В.I. [3], Городецького В.В. [4] та iн-
ших математикiв встановлено, що простори
Sβ

α та (Sβ
α)′ – простори, топологiчно спря-

женi з ними, – є природними множинами
початкових данних задачi Кошi для широ-
ких класiв рiвнянь з частинними похiдними
скiнченного та нескiнченного порядкiв, при
яких розв’язки є цiлими функцiями за про-
сторовими змiнними.

У зв’язку з цим актуальним є питан-
ня про дослiдження задачi Кошi та ба-
гатоточкових за часом задач у просто-
рах, якi є узагльненнями просторiв Sβ

α, а
також просторах, топологiчно спряжених
з ними, для еволюцiйних рiвнянь з опе-
раторами узагальненого диференцiювання
Гельфонда-Леонтьєва як скiнченного, так
i нескiнченного порядкiв у випадку, коли
F (z) 6= ez.

1. Простори Smn
lk

та Smn
lk

(C). При до-
слiдженнi задачi Кошi та нелокальних ба-
гатоточкових за часом задач для еволюцiй-
них рiвнянь з оператором узагальненого ди-
ференцiювання виникають простори, що є
узагальненнями просторiв типу S, а саме
простори Smn

lk
. Цi простори також введенi

Гельфандом Г.Є. i Шиловим I.М., але во-
ни на вiдмiну вiд просторiв Sβ

α майже не
дослiдженi. Найбiльш детально вивчено ви-
падок, коли mn = nnβ, lk = kkα, β > 0,
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α > 0, {n, k} ⊂ Z. Тому передусiм варто
зупинитися на тих обмеженнях, якi ми на-
кладаємо на послiдовностi {mn, n ∈ Z+} та
{lk, k ∈ Z+}, на топологiчнiй структурi вiд-
повiдних просторiв Smn

lk
та на основних вла-

стивостях функцiй з цих просторiв.
Розглянемо послiдовнiсть {mn, n ∈ Z+}

додатних чисел, яка має такi властивостi:
1) ∀n ∈ Z+: mn ≤ mn+1, m0 = 1;
2) ∀α > 0 ∃cα > 0 ∀n ∈ Z+: mn ≥ cα · αn;
3) ∃M > 0 ∃h > 0 ∀n ∈ Z+: mn+1 ≤

Mhnmn;
4) ∃γ > 0 ∀n ∈ N: m2

n ≤ γmn−1 ·mn+1;
5) ∃A > 0 ∃L > 0 ∀{n, l} ⊂ Z+: mn ·ml ≤

ALn+lmn+l.
Прикладами таких послiдовностей є по-

слiдовностi Жевре вигляду mn = (n!)β,
mn = nnβ, n ∈ Z+, β > 0 – фiксований пара-
метр [3].

Разом з ними розглянемо ще одну послi-
довнiсть {lk, k ∈ Z+}, яка також має власти-
востi 1) – 5).

Символом Smn
lk

позначимо сукупнiсть усiх
функцiй ϕ ∈ C∞(R), якi задовольняють
умову:

∃c > 0 ∃A > 0 ∃B > 0 ∀{k, n} ⊂ Z+ ∀x ∈ R :

|xkϕ(n)(x)| ≤ cAkBnlkmn (1)

(сталi c, A, B > 0 залежать вiд функцiї ϕ).
Топологiчна структура в Smn

lk
визначає-

ться так. Символом Smn,B
lk,A позначимо суку-

пнiсть усiх функцiй ϕ ∈ Smn
lk

, таких, що

∀A > A ∀B > B ∀x ∈ R :

|xkϕ(n)(x)| ≤ cA
k
B

n
lkmn, {k, n} ⊂ Z+.

Iнакше, Smn,B
lk,A складається з тих функцiй

ϕ ∈ Smn
lk

, якi при довiльних δ > 0, ρ > 0
задовольняють нерiвностi

|xkϕ(n)(x)| ≤ cδρ(A + δ)k(B + ρ)nlkmn,

{k, n} ⊂ Z+, x ∈ R.

Ця множина перетворюється в повний
злiченно нормований простiр, якщо норми
в нiй ввести за допомогою спiввiдношень

‖ϕ‖δρ = sup
x,k,n

|xkϕ(n)(x)|
(A + δ)k(B + ρ)nlkmn

,

{δ, ρ} ⊂
{

1,
1

2
,
1

3
, . . .

}
. (2)

Якщо A1 < A, B1 < B2, то Smn,B1

lk,A1
непе-

рервно вкладається в Smn,B2

lk,A2
i

Smn
lk

= lim
A→∞
B→∞

ind Smn,B
lk,A .

Збiжнiсть послiдовностi {ϕν , ν ≥ 1} ⊂ Smn
lk

до нуля в просторi Smn
lk

– це збiжнiсть за то-
пологiєю одного з просторiв Smn,B

lk,A , до якого
належать всi функцiї ϕν . Iншими словами,
ϕν → 0 при ν →∞ у просторi Smn

lk
тодi й ли-

ше тодi, коли функцiональна послiдовнiсть
{ϕ(n)

ν , n ≥ 1} при кожному n ∈ Z+ рiвномiр-
но збiгається до нуля на довiльному вiдрiзку
[a, b] ⊂ R i для деяких c, A, B > 0, не зале-
жних вiд ν, справджуються нерiвностi

|xkϕ(n)
ν (x)| ≤ cAkBnlkmn, x ∈ R, {k, n} ⊂ Z+.

У введених просторах визначенi й обме-
женi (а отже, i неперервнi) [2] лiнiйнi опера-
тори, важливi для аналiзу; в першу чергу це
оператори множення на x, на всi многочле-
ни, на нескiнченно диференцiйовнi функцiї,
якi задовольняють певнi умови (зокрема, на
функцiї iз вказаних просторiв), оператори
диференцiювання, зсуву аргументу та роз-
тягу.

Розглянемо послiдовностi {mn, n ∈ Z+},
{lk, k ∈ Z+} спецiального вигляду, а саме,
mn = n!ρn, lk = k!dk, де {ρn, n ∈ Z+},
ρ0 = 1, – послiдовнiсть додатних чисел, яка
задовольняє умови: а) послiдовнiсть {ρn, n ∈
Z+} монотонно спадна; б) lim

n→∞
n
√

ρn = 0. По-
слiдовнiсть {dk, k ∈ Z+} має, за припуще-
нням, властивостi, аналогiчнi властивостям
а), б). Зазначимо, що послiдовностi {n!ρn},
{k!dk} задовольняють умови 1) – 5) [5].

Покладемо

γ(x) =

{
1, |x| < 1,
inf

k∈Z+

(k!dk/|x|k), |x| ≥ 1;

ρ(y) =

{
1, |y| < 1,
sup
n∈Z+

(|y|n/(n!ρn)), |y| ≥ 1.

Зазначимо, що ρ – неперервно диференцi-
йовна, парна на R функцiя, яка монотонно
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зростає на промiжку [1, +∞),

∃c0 > 0 ∃c > 0 ∀x ∈ R\(−1, 1) : ρ(x) ≥ c0e
c|x|.

Функцiя γ – невiд’ємна, неперервно ди-
ференцiйовна, парна на R функцiя, яка мо-
нотонно спадає на промiжку [1, +∞), крiм
того

∃c′0 > 0 ∃c′ > 0 ∀x ∈ R \ (−1, 1) :

γ(x) ≤ c′0e
−c′|x|.

Наприклад, якщо lk = kk(1−α) = kkdk, dk =
k−kα, 0 < α < 1, то γ задовольняє нерiвнiсть
[1]:

exp
{
− (1− α)

e
|x|1/(1−α)

}
≤ γ(x) ≤

≤ C exp
{
− (1− α)

e
|x|1/(1−α)

}
, C = e(1−α)e/2.

Правильним є наступне твердження [5]:
Теорема 1. Функцiя ϕ ∈ C∞(R) нале-

жить до простору Smn
lk

тодi й лише то-
дi, коли вона аналiтично продовжується в
комплексну площину до цiлої функцiї ϕ(z),
z ∈ C, яка задовольняє умову

∃a, b, b > 0 ∀z = x + iy ∈ C :

|ϕ(z)| ≤ cγ(ax)ρ(by).

Сукупнiсть функцiй, якi є продовження-
ми функцiй ϕ з простору Smn

lk
в C, позначи-

мо символом Smn
lk

(C). Iз теореми 1 випли-
ває, що простiр Smn

lk
(C) можна подати як

об’єднання злiченно нормованих просторiв

Smn,b
lk,a (C) за всiма iндексами a ∈

{ 1

n
, n ≥ 1

}
,

b ∈ N, де Smn,b
lk,A (C) складається з тих фун-

кцiй ϕ ∈ Smn
lk

(C), для яких справджується
нерiвнiсть

|ϕ(x + iy)| ≤ cγ(ax)ρ(by), z = x + iy ∈ C,

де a – довiльна додатна стала, менша за a,
b – довiльна стала, бiльша за b. Якщо для
ϕ ∈ Smn,b

lk,a (C) покласти

‖ϕ‖pω = sup
z∈C

|ϕ(z)|
γ
(
a
(
1− 1

p

)
x
)
ρ((b + ω)y)

,

p ∈ {2, 3, . . . }, ω ∈ N,

то цi норми, внаслiдок теореми 1, еквiвален-
тнi нормам (2). Отже, послiдовнiсть фун-
кцiй {ϕν(x), ν ≥ 1} ⊂ Smn

lk
збiгається до нуля

тодi й лише тодi, коли послiдовнiсть фун-
кцiй {ϕν(z), ν ≥ 1}, z ∈ C, рiвномiрно збi-
гається до нуля в кожнiй обмеженiй областi
комплексної площини C, при цьому мають
мiсце нерiвностi

|ϕν(z)| ≤ cγ(ax)ρ(by), z = x + iy ∈ C,

зi сталими c, a, b > 0, не залежними вiд ν.
Мультиплiкатором у просторi Smn

lk
є фун-

кцiя f ∈ C∞(R), яка допускає аналiтичне
продовження у всю комплексну площину i
задовольняє умову:

∀ε > 0 ∃cε > 0 : |f(z)| ≤ cε(γ(εx))−1ρ(εy),

z = x + iy ∈ C.

2. Простiр узагальнених функцiй
(Smn

lk
)′

Символом (Smn
lk

)′ позначатимемо простiр
усiх лiнiйних неперервних функцiоналiв над
вiдповiдним простором основних функцiй зi
слабкою збiжнiстю, а його елементи назива-
тимемо узагальненими функцiями. Регуляр-
ними узагальненими функцiями або регу-
лярними функцiоналами називатимемо лi-
нiйнi неперервнi функцiонали, дiя яких на
основнi функцiї ϕ ∈ Smn

lk
визначається фор-

мулою

〈f, ϕ〉 =

∫

R

f(x)ϕ(x)dx.

Кожна локально iнтегровна на Rфункцiя
f , яка задовольняє умову

∀ε > 0 ∃cε > 0 ∀x ∈ R :

|f(x)| ≤ cε(γ(εx))−1, (3)

породжує регулярну узагальнену функцiю
Ff ∈ (Smn

lk
)′:

〈Ff , ϕ〉 =

∫

R

f(x)ϕ(x)dx, ∀ϕ ∈ Smn
lk

(тут γ – функцiя, пов’язана з простором
Smn

lk
).
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Правильним є наступне твердження:
якщо локально iнтегровнi на R функцiї f ,
g, якi задовольняють умову (3), не збiга-
ються на множинi додатної мiри Лебе-
га, то iснує функцiя ϕ0 ∈ Smn

lk
така, що

〈f, ϕ0〉 6= 〈g, ϕ0〉, тобто Ff 6= Fg. Навпаки,
якщо Ff 6= Fg, то функцiї f , g не збiгаю-
ться на множинi додатної мiри Лебега.

Доведення цiєї теореми аналогiчне дове-
денню вiдповiдної теореми з [6].

Сформульоване твердження дозволяє
ототожнювати локально iнтегровнi функцiї,
що задовольняють умову (3), з породжува-
ними ними узагальненими функцiями Ff з
простору (Smn

lk
)′. Iз властивостей iнтеграла

Лебега випливає, що вкладення

Smn
lk

3 f → Ff ∈ (Smn
lk

)′

є неперервним.
Якщо f ∈ (Smn

lk
)′, то до цього ж простору

належить також кожна похiдна f (p), p ∈ N
(тобто елементи простору (Smn

lk
)′ є нескiн-

ченно диференцiйовними), зсув f(ay + b),
a 6= 0, добуток αf , де α – мультиплiкатор
у просторi основних функцiй.

Оскiльки в основному просторi Smn
lk

визначена операцiя зсуву аргументу Tx:
ϕ(ξ) → ϕ(ξ + x), то згортку узагальненої
функцiї f ∈ (Smn

lk
)′ з основною задамо фор-

мулою

(f ∗ ϕ)(x) = 〈fξ, T−xϕ̌(ξ)〉 ≡ 〈fξ, ϕ(x− ξ)〉

(iндекс ξ у fξ означає, що функцiонал f
дiє на ϕ як функцiю аргументу ξ, ϕ̌(ξ) =
ϕ(−ξ)).

Iз загальної теорiї досконалих просторiв
з неперервними операцiями зсуву та дифе-
ренцiювання випливає (див. [2]), що грани-
чне спiввiдношення

ϕ(x + ∆x)− ϕ(x)

∆x
→ ϕ′(x), ∆x → 0,

для кожної основної функцiї ϕ виконується
в сенсi збiжностi в просторi Smn

lk
. Отже, (f ∗

ϕ)(x) = 〈fξ, ϕ(x−ξ)〉 є не лише неперервною,
але й нескiнченно диференцiйовною функцi-
єю [2].

3. Оператори узагальненого дифе-
ренцiювання Гельфонда-Леонтьєва у
просторах типу S

Важливий клас операторiв узагальнено-
го диференцiювання утворюють оператори
Гельфонда-Леонтьєва, введенi в серединi 20
сторiччя при вивченнi розкладiв цiлих фун-
кцiй в узагальненi ряди Фур’є. Властивостi
таких операторiв дослiджували i продовжу-
ють дослiджувати у даний час багато мате-
матикiв у просторi AR, 0 < R ≤ ∞. Нага-
даємо, що символом AR позначається лiнiй-
ний простiр всiх однозначних i аналiтичних
у крузi KR = {z : |z| < R} функцiй. З курсу
теорiї функцiй комплексної змiнної вiдомо,
що будь-яку функцiю F (z) з AR можна єди-
ним способом розвинути в степеневий ряд

F (z) =
∞∑

k=0

akz
k, (4)

який збiгається рiвномiрно на кожнiй компа-
ктнiй пiдмножинi точок круга KR; при цьо-
му коефiцiєнти ak задовольняють умову

lim
k→∞

k
√
|ak| ≤ 1

R
. (5)

Навпаки, якщо послiдовнiсть компле-
ксних чисел {ak, k ∈ Z+} задовольняє умову
(5) i R1 – радiус збiжностi степеневого ряду
∞∑

k=0

akz
k, то, як випливає з вiдомої форму-

ли Кошi-Адамара, R1 ≥ R. Отже, форму-
ла (4) визначає функцiю з простору AR. Та-
ким чином, простiр AR складається з тих й
лише тих функцiй F (z), якi зображаються
у виглядi (4), а вiдповiднi їм послiдовностi
{ak, k ∈ Z+} задовольняють умову (5).

Топологiя цього простору задається си-
стемою норм {‖ · ‖r, 0 < r < R}, де ‖F‖r =
max
|z|≤r

|F (z)|, а послiдовнiсть {gm(z),m ≥ 1}
функцiй з AR збiгається до функцiї g(z) ∈
AR тодi й лише тодi, коли

∀r < R : lim
m→∞

‖gm − g‖r = 0. (6)

Оскiльки умова (6) рiвносильна, очевидно,
тому, що послiдовнiсть функцiй {gm(z),m ≥
1} збiгається до g(z) на кожнiй компактнiй
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пiдмножинi круга KR рiвномiрно, то так
введену в AR топологiю називають ще топо-
логiєю компактної збiжностi. Простiр AR iз
введеною топологiєю не є нормованим, але
в той же час AR – метризовний повний ло-
кально опуклий простiр, тобто простiр Фре-
ше [7].

Оператором Гельфонда-Лонтьєва назива-
ється оператор, побудований за допомогою
послiдовностi {ak, k ∈ Z+}, для якої

lim
k→∞

(k1/ρ|ak|1/k) = (σeρ)1/ρ, 0 < σ, ρ < +∞,

(7)
тобто ak, k ∈ Z+, – коефiцiєнти Тейлора де-
якої спецiальної цiлої функцiї F порядку ρ
i типу σ. Такий оператор позначається сим-
волом Dn(F, ·), n ∈ N, i визначається так.

Нехай ϕ(z) =
∞∑

k=0

bkz
k – довiльна функцiя з

простору AR (0 < R ≤ ∞); тодi, за означен-
ням [1],

Dn(F, ϕ)(z) :=
∞∑

k=n

bk
ak−n

ak

zk−n. (8)

Внаслiдок умови (7) iснує границя

lim
k→∞

k−n

√∣∣∣ak−n

ak

∣∣∣ = 1, тому ряд (8) збiгається

в крузi |z| < R, тобто функцiя Dn(F, ϕ)
регулярна в тому ж крузi, що i функцiя ϕ.
Вiдзначимо вiдомi властивостi оператора
Dn(F, ϕ) ≡ Dnϕ [1]:

1) Dn(ϕ1 + ϕ2) = Dnϕ1 + Dnϕ2;
2) якщо c – стала, то Dn(cϕ) = cDnϕ;
3) Dm(Dnϕ) = Dm+nϕ;
4) якщо F (z) = ez, то Dnϕ = Dn(ez, ϕ) =

dn

dzn
ϕ.
Цi властивостi показують, що Dn(F, ϕ)

справдi можна розумiти як узагальнену по-
хiдну порядку n вiд функцiї ϕ, яка поро-
джена функцiєю F (z) (замiсть функцiї ez).
Якщо n = 1, то D1(F, ·) – оператор узагаль-
неного диференцiювання, який дiє в про-
сторi AR i будується за послiдовнiстю α =
{ak, k ∈ Z+} так: на елементах степеневого
базису {zk, k ∈ Z+}

Dα1 = 0, Dαzk =
ak−1

ak

zk−1, k ≥ 1.

Оператор D звичайного диференцiювання в

AR є частковим випадком Dα при ak =
1

k!
,

k ∈ Z+.
Дослiдимо властивостi оператора уза-

гальненого диференцiювання Гельфонда-
Леонтьєва у просторах типу S. Надалi вва-
жатимемо, що послiдовнiсть {ak, k ∈ Z+} ко-
ефiцiєнтiв Тейлора функцiї F , за якою бу-
дуються оператори Dn(F, ·), замiсть умови

lim
k→+∞

k−n

√∣∣∣ak−n

ak

∣∣∣ = 1 задовольняє умову:

∃α > 0 ∃L > 1 ∀k ≥ n :
∣∣∣ ak

ak+n

∣∣∣ ≤ αLk+n (n ∈ N – фiксоване).

(9)
Оператори узагальненого диференцiюва-

ння розглядатимемо в просторах Smn
mk

. Як
випливає з теореми 1, функцiя ϕ є елемен-
том простору Smn

mk
тодi й лише тодi, коли ви-

конується умова:

∃a > 0 ∃b > 0 ∃c > 0 ∀z = x + iy ∈ C :

|ϕ(z)| ≤ cγ(ax)ρ(by), γ = 1/ρ. (10)

Правильним є наступне твердження.
Теорема 2. Оператор узагальненого

диференцiювання Гельфонда-Леонтьєва
Dm(F, ·) визначений коректно на Smn

mk
для

довiльно фiксованого m ∈ N i неперервно
вiдображає цей простiр в себе.

Доведення. Вiзьмемо довiльну фун-
кцiю ϕ ∈ Smn

mk
, яка допускає аналiтичне про-

довження в комплексну площину, i нехай
∞∑

k=0

b̃kz
k – її степеневий ряд. Покладемо, за

означенням,

ψm(z) ≡ Dm(F, ϕ)(z) :=
∞∑

k=m

b̃k
ak−m

ak

zk−m =

=
∞∑

k=0

b̃k+m
ak

ak+m

zk, z ∈ C.

Доведемо, що ψm(x) ∈ Smn
mk

при кожному
m ∈ N. Для цього згiдно з теоремою 1 до-
сить довести, що ψm(z) ∈ Smn

mk
(C). Перед-

усiм зазначимо, що ψm також є цiлою фун-
кцiєю. Справдi, з умови (9) випливає, що
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lim
k→∞

k

√∣∣∣ ak

ak+m

∣∣∣ < ∞. Отже, радiуси збiжностi

вказаних степеневих рядiв збiгаються:

1

lim
k→∞

k

√
|b̃k|

=
1

lim
k→∞

k

√
|b̃k+m| ·

∣∣∣ ak

ak+m

∣∣∣
= ∞.

Функцiя ϕ цiла, тому вiзьмемо довiль-
но фiксовану точку z0 = x0 + iy0, y0 > 0,
i подамо ϕ у виглядi збiжного в C ряду:

ϕ(z) =
∞∑

k=0

bk(z − z0)
k або

ϕ(z + z0) =
∞∑

k=0

bkz
k, z ∈ C, (11)

при цьому коефiцiєнти bk, k ∈ Z, функцiї ϕ
обчислюються за формулою Кошi:

bk =
1

2πi

∫

ΓR

ϕ(ξ)

(ξ − z0)k+z
dξ, k ∈ Z+,

де ΓR – коло радiуса R з центром у точцi
z0. З урахуванням (10) та властивостей фун-
кцiй γ, ρ знайдемо, що

|bk| ≤ R−k max
ξ∈ΓR

|ϕ(ξ)| ≤ cR−kγ(ax̃0)ρ(b(y0+R)),

де x̃0 – точка максимуму функцiї γ(ax), x̃0 ∈
[x0 −R, x0 + R].

При доведеннi теореми 1 встановлено, що
γ(ax̃0) ≤ c̃γ(ax0), де c̃ = max{c, 1, ca,R}. Крiм
того, оскiльки функцiя ρ монотонно зростає
на промiжку [1, +∞), то для y0 ≥ b справ-
джується нерiвнiсть b(y0 + R) ≤ (b + R)y0.
Отже, ρ(b(y0 + R)) ≤ ρ((b + R)y0), y0 ≥ b.
Тодi для y0 > 0 справджується нерiвнiсть

ρ(b(y0 + R)) ≤ cRρ((b + R)y0), cR > 1.

Таким чином,

|bk| ≤ c̃R−kγ(ax0)ρ((b + R)y0) =

= c̃
((b + R)y0)

k

Rk
inf
η>0

ρ(η)

ηk
γ(ax0) ≤

≤ c̃
(
1 +

b

R

)k

yk
0ρkγ(ax0), c̃ = ccR.

Аналогiчно розглядається випадок y0 < 0.
Якщо y0 = 0 (тобто z0 = x0 ∈ R), то для

коефiцiєнтiв bk, k ∈ Z+, справджуються не-
рiвностi:

|bk| ≤ R−k max
ξ∈ΓR

|ϕ(ξ)| ≤ cR−kρ(bR)γ(ax0) ≤

≤ c inf
R

ρ(R)

Rk
γ(ax0) = cbk inf

R

ρ(bR)

(bR)k
γ(ax0) =

= cbk inf
η>0

ρ(η)

ηk
γ(ax0) = cbkρkγ(ax0).

Отже, для коефiцiєнтiв Тейлора bk, k ∈ Z,
функцiї ϕ правильнi оцiнки:

|bk| ≤ c̃bk|y0|kρkγ(ax0) =

= c̃βk|y0|k
( 1

νk

)k

ρ(νk)γ(ax0),

x0 6= 0, y0 6= 0,

де β = 1 +
b

R
(якщо покласти R = b, то β =

2), ρk = ν−k
k ρ(νk), νk – розв’язок рiвняння

ξµ(ξ) = k, k ∈ N, µ(ξ) = ρ′(ξ)/ρ(ξ); за умови
µ(2) > 1 маємо νk < k + 1, k ∈ N.

Оцiнимо ρ(νk). Оскiльки ρ(νk) =

exp
( νk∫

0

µ(ξ)dξ
)
, то, внаслiдок теореми

про середнє значення,

∀k ≥ 1 ∃yk ∈ (0, νk) : ρ(νk) = exp(νkµ(yk)).

Функцiя µ зростаюча i неперервна на [0,∞),
тому ρ(νk) < exp(νkµ(νk)) = ek+1. Отже,

|bk| ≤ c̃1(βe)k|y0|k
( 1

νk

)k

γ(ax0), k ∈ Z+. (12)

У спiввiдношеннi (11) покладемо z = z0; в

результатi дiстанемо, що ϕ(2z0) =
∞∑

k=0

bkz
k
0 .

Оскiльки z0 ∈ C – довiльне, то маємо

розклад ϕ(2z) =
∞∑

k=0

bkz
k. З iншого боку,

ϕ(2z) =
∞∑

k=0

2kb̃kz
k. Отже, b̃k = 2−kbk, k ∈ Z+.

Далi здiйснимо поточкову оцiнку ψm(z)
при довiльно фiксованому m ∈ N. Ураху-
вавши умову (9), яку задовольняє послiдов-
нiсть {ak, k ∈ Z+}, а також (12), прийдемо
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до нерiвностi

|ψm(z)| ≤ c̃1

∞∑

k=0

(βeL

2

)k+m( 1

νk+m

)k+m

×
(13)

×|y|k+m|z|kγ(ax), z = x + iy ∈ C.

Оскiльки νk+m ≥ νk, νk+m ≥ νm, то
( 1

νk+m

)k+m

≤
( 1

νk

)k( 1

νm

)m

.

Припустимо, що |x| ≥ ∆1, |y| ≥ ∆2, де

∆! > 1, ∆2 > 1 такi, що
1

∆1

+
1

∆2

≤ 1. Тодi

1

|x|k +
1

|y|k ≤
1

|x| +
1

|y| ≤
1

∆1

+
1

∆2

≤ 1, k ∈ N,

тобто |x|k + |y|k ≤ |x|k|y|k. Врахувавши
останню нерiвнiсть, знайдемо, що

|y|k+m|z|k ≤ (
√

2)k|y|k+m(|x|k + |y|k) ≤

≤ (
√

2)k|y|k+m|x|k|y|k =

= (
√

2)k|x|k|y|2k+m ≤ (
√

2)k|x|k|y|2(k+m).

Крiм того,

m2(k+m) = (2(k + m))!ρ2(k+m) ≤

≤ 2k+m(k + m)!ρ2
k+m = 2k+m(k + m)!×

×
( 1

ν2
k+m

)k+m

ρ2(νk+m) ≤ 2k+me2(k+m)(k+m)!×

×
( 1

ν2
k+m

)k+m

= (2e2)k+m(k + m)k+m×

×
√

2π(k + m)e−(k+m)eθ/12(k+m)
( 1

ν2
k+m

)k+m

≤

≤
√

2πe(4e)k+m
(k + m

ν2
k+m

)k+m

, 0 < θ < 1.

Нехай послiдовнiсть {p/ν2
p , p ∈ N} монотон-

но прямує до нуля при p →∞, тодi
(k + m

ν2
k+m

)k+m

≤
(k + 1

ν2
k+1

)k+1

≤

≤ k + 1

ν2
k

(k + 1

ν2
k+1

)k

≤ 2k

ν2
k

k∑
l=0

C l
kk

l

ν2k
k

≤

≤ 2k

ν2
k

2k · kk

ν2k
k

≤ 4k

ν2
1

( k

ν2
k

)k

, ∀m ∈ N, (14)

|y|2(k+m) =
|y|2(k+m)

m2(k + m)
·m2(k+m). (15)

Врахувавши (13), (14), (15), прийдемо до
ланцюжка нерiвностей:

|ψm(z)| ≤ c̃1(2βe2L)m
( 1

νm

)m
∞∑

k=0

(2
√

2βe2L)k×

×
( 1

νk

)3k

kk|x|k |y|
2(k+m)

m2(k+m)

γ(ax) ≤ ω0c̃1(2βe2L)m×

×
( 1

νm

)m
∞∑

k=0

( 1

νk

)3k

kk×

×
(

sup
(B|y|)2(k+m)

m2(k+m)

)
|x|kγ(ax) =

= ωnB
m
1

( 1

νm

)m

ρ(By)
∞∑

k=0

( 1

νk

)3k

kk|x|kγ(ax),

де B =
√

2
√

2Lβe, B1 = 2βe2L. Далi ско-
ристаємося спiввiдношеннями γ = 1/ρ =
eln γ = e− ln ρ. Iз нерiвностi [5]

ρ(y1)ρ(y2) ≤ ρ(y1 + y2),∀{y1, y2} ⊂ (0;∞),
(16)

випливає, що функцiя ln ρ задовольняє на-
ступну нерiвнiсть (нерiвнiсть опуклостi):

ln ρ(y1) + ln ρ(y2) ≤ ln ρ(y1 + y2),

∀{y1, y2} ⊂ [0,∞).

Тодi

γ(ax) = e− ln ρ(ax) ≤ e− ln ρ
(

a
2
x
)
e− ln ρ

(
a
2
x
)

=

= γ
(a

2
x
)
γ
(a

2
x
)
, x ≥ 0.

За допомогою методiв диференцiального чи-
слення знаходимо, що

sup
x≥0

xkγ
(a

2
x
)

=
(2

a

)k

sup
x≥0

(a

2
x
)k

γ
(a

2
x
)

=

=
(2

a

)k

sup
y≥0

(ykγ(y)) =
(2

a

)k

νk
kγ(νk) ≤

≤
(2

a

)k

νk
k , k ∈ Z+ (17)
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(тут γ(νk) ≤ 1, k ∈ Z+). З (17) випливає
нерiвнiсть
( 1

νk

)3k

kk|x|kγ(ax) ≤
(2

a

)k( 1

νk

)2k

kkγ
(a

2
x
)
.

Звiдси, за допомогою ознаки Кошi збi-
жностi знакододатних рядiв, робимо висно-
вок про збiжнiсть ряду

∞∑

k=0

( 1

νk

)3k

kk sup
x≥0

xkγ
(a

2
x
)
.

Отже, функцiя ψm задовольняє нерiвнiсть

|ψm(z)| ≤ ω2K(m)γ
(a

2
x
)
ρ(bny), γ = 1/ρ,

z = x + iy, |x| ≥ ∆1, |y| ≥ ∆2,

де b1 = B, K(m) = Bm
1

( 1

νm

)m

, сталi ω2, a,

b1, B1 > 0 не залежать вiд m ∈ N. Анало-
гiчну нерiвнiсть ψm задовольняє i в точцi
z = x + iy, де |x| ≤ ∆1, |y| ≤ ∆2. Звiдси
вже випливає, що ψm(z) є елементом про-
стору Smn

mk
(C), а, отже, ψm(x) ∈ Smn

mk
. Таким

чином, оператор Dm(F, ·) визначений коре-
ктно на Smn

mk
i вiдображає цей простiр в себе.

Аналогiчно доводимо, що кожну обмеже-
ну множину з Smn

mk
оператор Dm(F, ·) вiд-

ображає в обмежену множину цього ж про-
стору. Теорема доведена.

Як приклад оператора Dn(F, ·) розгляне-
мо оператор, який будується за функцiєю

F (x) =
∞∑

k=0

akx
k =

= 1 +
∞∑

k=1

xk

Q(1)Q(2) . . . Q(k)
, (18)

де Q(x) – полiном: Q(x) = apx
p + · · · + a1x,

причому Q(k) 6= 0, k ∈ {1, 2, . . . }. При ве-

ликих k коефiцiєнт ak ∼ 1

ak
p(k!)p

i, як пока-

зано в [1, с. 75], F – цiла функцiя порядку
1/p i типу σ = p/ p

√|ap|. Якщо Q(x) = x, то
F (x) = ex.

У випадку (18) маємо (див. [1, c. 75]), що

Dn(F, ϕ) =

np∑

k=n

∆
(n)
k

k!
xk−nϕ(k)(x), (19)

де коефiцiєнти ∆
(n)
k знаходяться з розкладу

ψn(x) = Q(x)Q(x− 1) . . . Q(x− n + 1) =

=

np∑

k=n

∆
(n)
k

k!
x(x− 1) . . . (x− k + 1), (20)

тобто мають вигляд

∆
(n)
k = ψn)(k)−C1

kψn(k−1)+C2
kψn(k−2)−· · ·+

+(−1)kψn(0), k ∈ {0, 1, . . . , np}.
Зауважимо, що оскiльки ψn(0) = ψn(1) =

· · · = ψn(n− 1) = 0 (бо Q(0) = 0), то ∆
(n)
0 =

∆
(n)
1 = · · · = ∆

(n)
n−1 = 0.

Формула (20) має мiсце для довiльної
функцiї ϕ ∈ Smn

mk
. Справдi, якщо ϕ(x) =

∞∑
m=0

bmxm, то при k ≥ n

xk−nϕ(k)(x) =
∞∑

m=k

m(m−1) . . . (m−k+1)bmxm−n =

=
∞∑

m=n

m(m− 1) . . . (m− k + 1)bmxm−n.

Позначимо через A праву частину спiв-
вiдношення (20); тодi

A =

np∑

k=n

∆
(n)
k

k!

( ∞∑
m=n

m(m−1) . . . (m−k+1)bmxm−n
)

=

=
∞∑

m=n

bm

( np∑

k=n

∆
(n)
k

k!
m(m−1) . . . (m−k+1)xm−n

)
.

Згiдно з (20) маємо, що A =
∞∑

m=n

bmψn(m)xm−n. Але

ψn(m) = Q(m)Q(m−1) . . . Q(m−n+1) =
am−n

am

,

тобто

A =
∞∑

m=n

bm
am−n

am

xm−n = Dn(F, ϕ).

Зазначимо, що коефiцiєнти

ak =
1

Q)(1)Q(2) . . . Q(k)
, k ≥ 1,
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функцiї F задовольняють умову (9). Справ-
дi,

ak

ak+m

= Q(k + 1)Q(k + 2) . . . Q(k + m),

причому

|Q(k)| ≤ kp(|ap|+|ap−1|+· · ·+|a1|) = p max
1≤i≤p

|ai|·kp =

= p · a0k
p.

Тодi

|Q(k + 1)| ≤ a0p(k + 1)p, |Q(k + 2)| ≤
≤ a0p(k + 2)p, . . . , |Q(k + m)| ≤ a0p(k + m)p.

Отже,
∣∣∣ ak

ak+m

∣∣∣ = |Q(k + 1)| . . . |Q(k + m)| ≤

≤ ap
0p

m(k + m)pm.

Вважаємо, що k ≥ m. Тодi
∣∣∣ ak

ak+m

∣∣∣ ≤ am
0 pm2mpkpm.

Вiдомо, що lim
x→+∞

ln x

xε
= 0 (ε > 0 – довiль-

но фiксоване). Звiдси випливає, що знайде-
ться стала c0 > 0 така, що для всiх k ≥ 1
справджується нерiвнiсть ln k ≤ c0k

ε або
ln kpm ≤ c0k

εpm. Покладемо ε = 1/(pm). Тодi
ln kpm ≤ c0k. Отже,

kpm = eln kpm ≤ ec0k ≤ ec0(k+m) = Lk+m
0 ,

де L0 = ec0 > 1. Таким чином,
∣∣∣ ak

ak+m

∣∣∣ ≤ γm · kpm ≤ γm+kLm+k
0 = Lm+k,

де γ = max{1, a0p · 2p}, L = γL0 > 1, що й
потрiбно було довести.

У працi [8] наведено приклад послiдовно-
стi (αn)∞n=0, при якiй оператор узагальнено-
го диференцiювання збiгається з похiдною

Джексона: Dα = Dq, якщо αn =
1

[n]q!
, де

[n]q =
qn−1

q − 1
, [n]q! = [1]q[2]q . . . [n]q при n ≥ 1

i α0 = 1.
Правильним є також таке твердження.

Теорема 3. При виконаннi умови
ρ′

ρ
≤

γ̃′

γ̃
, γ̃ = 1/γ, оператор узагальненого дифе-

ренцiювання Dn(F, ·) визначений коректно
на Smn

lk
для довiльно фiксованого n ∈ N i не-

перервно вiдображає цей простiр в себе.
4. Оператори узагальненого дифе-

ренцiювання нескiнченного порядку

Нехай g(z) =
∞∑

m=0

cmzm, z ∈ C,

– деяка цiла функцiя. Говоритиме-
мо, що в просторi Smn

mk
задано опера-

тор узагальненого диференцiювання
Гельфонда-Леонтьєва нескiнченного по-

рядку g(D(F, ·)) ≡
∞∑

m=0

cmDm(F, ·), якщо для

довiльної основної функцiї ϕ ∈ Smn
mk

ряд

g(D(F, ϕ))(x) :=
∞∑

m=0

cmDm(F, ϕ)(x), x ∈ R,

зображає деяку функцiю з простору Smn
mk

або, iнакше, ряд
∞∑

m=0

cmDm(F, ϕ)(z), z ∈
C, зображає функцiю з простору Smn

mk
(C),

яка є аналiтичним продовженням функцiї
g(D(F, ϕ))(x) у комплексну площину C.

Теорема 4. Якщо цiла функцiя g задо-
вольняє умову

∃a > 0 ∃b > 0 ∃c > 0 ∀z = x + iy ∈ C :

|g(z)| ≤ Cρ(ax)ρ(by), (21)
то в просторi Smn

mk
визначений оператор

Ag := g(D(F, ·))), який неперервно вiдобра-
жає Smn

mk
в Smn

mk
.

Доведення. Нехай ψ(x) :=
g(D(F, ϕ))(x), ϕ ∈ Smn

mk
. Оскiльки

(ψ(x) ∈ Smn
mk

) ⇔ (ψ(z) ∈ Smn
mk

(C)),

то доведемо, що ψ(z) ∈ Smn
mk

(C). При
доведеннi теореми 2 встановлено, що
Dm(F, ϕ)(x) є елементом простору
Smn,B

mk,A ⊂ Smn
mk

(для довiльного m ∈ N),
де сталi A, B > 0 не залежать вiд m; при
цьому справджується нерiвнiсть

|Dm(F, ϕ)(z)| ≤ c0β
m
1

( 1

νm

)m

γ(a1x)ρ(b1y),
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γ = 1/ρ, z = x + iy ∈ C, (22)

де сталi c0, β1 > 0, a1, b1 > 0 не залежать вiд
m. Коефiцiєнти Тейлора cm, m ∈ Z+, фун-
кцiї g обчислюються за формулою Кошi

cm =
1

2πi

∫

ΓR

g(z)

zm+1
dz, m ∈ Z+,

де ΓR – коло радiуса R з центром у точцi
z0 = 0. Нехай ã = max{a, b}. Звiдси та (21)
випливає, що

|cm| ≤ c inf
R>0

(R−mρ2(ãR)) ≤ c inf
R>0

(R−mρ(2ãR)) =

= c(2ã)m inf
R>0

(R−mρ(R))

(тут ми скористалися нерiвнiстю (16) для
функцiї ρ, з якої випливає нерiвнiсть
ρ2(ãR) ≤ ρ(2ãR)). Мiркуючи аналогiчно то-
му, як це було зроблено при доведеннi тео-
реми 2, знаходимо, що

|cm| ≤ c(2ãe)m
( 1

νm

)m

, m ∈ Z+.

Урахувавши (22) знайдемо, що

|ψ(z)| ≤ c

∞∑
m=0

(2ãeβ1

ν2
m

)m

γ(a1x)ρ(b1y),

z = x + iy ∈ C.

Оскiльки νm → +∞ при m → +∞, то згi-
дно з ознакою Кошi збiжностi знакодода-

тних числових рядiв ряд
∞∑

m=0

(2ãeβ1

ν2
m

)m

збi-

жний. Таким чином,

|ψ(z)| ≤ c̃γ(a1x)ρ(b1y), γ = 1/ρ, z ∈ C.
(23)

З (23) та теореми 1 випливає, що ψ(x) є еле-
ментом простору Smn

mk
. Iз наведених мiрку-

вань випливає також, що оператор Ag вiд-
ображає кожну обмежену множину просто-
ру Smn

mk
в обмежену множину простору Smn

mk
,

тобто оператор Ag неперервний.
Теорема доведена.
Наприклад, функцiя g(z) = eαz, x ∈ C, де

α > 0 – фiксований параметр, задовольняє
умову (21). Справдi,

∀z = x+iy ∈ C : |eαz| = |eα(x+iy)| = eαx ≤ eα|x|.

Для довiльної опуклої функцiї M при до-
вiльному ε > 0 правильною є нерiвнiсть

|x| ≤ M(εx) + M(εy) + d, d = d(ε) > 0.

Оскiльки ln ρ – опукла на [0,∞) i парна на
R функцiя, то для α ∈ (0, 1)

|eαz| ≤ e|x| ≤ celn ρ(εx)+ln ρ(εy) = cρ(εx)ρ(εy),

z = x + iy ∈ C.

Якщо α ≥ 1, то для довiльної опуклої на
промiжку [0,∞) функцiї M справджується
нерiвнiсть αM(x) ≤ M(αx), x ∈ [0,∞). От-
же,

|eαz| ≤ eα|x| ≤ ceα ln ρ(εx)+α ln ρ(εy) ≤

≤ celn ρ(αεx)+ln ρ(αεy) =

= cρ(αεx)ρ(αεy), z = x + y ∈ C.

Звiдси вже випливає, що для eαz справ-
джується умова (21) (наприклад, при ε = 1),
тобто в Smn

mk
визначений i є неперервним опе-

ратор

eαD(F,·) =
∞∑

m=0

αmDm(F, ·)
m!

,

який вiдображає Smn
mk

в себе.
Якщо B := Dp(D, ·), де p ≥ 2 фiксоване,

то мiркуючи аналогiчно попередньому до-
водимо, що в просторi Smn

mk
визначений i є

неперервним оператор eαB =
∞∑

m=0

αmBm/m!,

який вiдображає цей простiр в себе (тут вра-
ховано, що (Dp(F, ·))m = Dm+p(F, ·)).

Нехай P (z) =

p0∑

k=1

αkz
k, z ∈ C,

α0 = max
1≤k≤p0

|αk|, P (A) =

p0∑

k=1

αkD
k(F, ·) ≡

p0∑

k=1

αkA
k, Ak := Dk(F, ·). Оскiльки

|(Akϕ)(z)| ≤ c0

(a0

νk

)k

γ(a1x)ρ(b1y),

γ = 1/ρ, z = x + iy ∈ C,
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для довiльної функцiї ϕ ∈ Smn
mk

(C), де сталi
c0, a0 > 0 не залежать вiд k, то

|(Ajϕ)(z)| ≤ c0ω
k
0γ(a1x)ρ(b1y),

ω0 = max
{

1,
a0

ν1

}
,∀j : 1 ≤ j ≤ k.

Тодi

|P (A)ϕ(z)| ≤ c̃0ω
p0

0 γ(a1x)ρ(b1y), z ∈ C. (24)

З (24) випливає, що для довiльного фiксова-
ного n ∈ N правильною є нерiвнiсть

|P n(A)ϕ(z)| ≤ c̃n
0ω

p0n
0 γ(a1x)ρ(b1y), z ∈ C.

(25)
Урахувавши (25), (21) та застосувавши ме-
тодику доведення теореми 4 встановлює-
мо, що в просторi Smn

mk
визначений оператор

etP (A) (t > 0 – фiксований параметр), тобто
для довiльної функцiї ϕ ∈ Smn

mk
ряд

∞∑
n=0

tn

n!
P n(A)ϕ(x) := etP (A)ϕ(x) (26)

зображає функцiю ψ = etP (A)ϕ, яка при ко-
жному t > 0 є елементом простору Smn

mk
;

при цьому оператор etP (A): Smn
mk

→ Smn
mk

є
неперервним. Звiдси та з (25) випливає, що
елементом простору Smn

mk
є також функцiя

P (A)etAϕ, ϕ ∈ Smn
mk

.
Нехай Sk,t,ϕ позначає частинну суму ряду

(26). Тодi Sk,t,ϕ → etP (A)ϕ при k → ∞ за
топологiєю простору Smn

mk
. Отже,

P (A)etP (A)ϕ = P (A) lim
k→∞

Sk,t,ϕ =

= lim
k→∞

P (A)Sk,t,ϕ =

= lim
k→∞

k∑
n=0

tn

n!
P n+1(A)ϕ =

∞∑
n=0

tn

n!
P n+1(A)ϕ.

(27)
5. Задача Кошi
У просторi Smn

mk
розглянемо задачу Кошi

∂u

∂t
= P (A)u, (t, x) ∈ [0, T ]×R ≡ Ω, T < ∞,

(28)

де P (A) =

p0∑

k=1

αkD
k(F, ·),

u(t, ·)|t=0 = ϕ0, ϕ0 ∈ Smn
mk

. (29)

Пiд розв’язком задачi (28), (29) розумi-
тимемо функцiю u(t, x), диференцiйовну по
t, яка при кожному t ∈ [0, T ] є елементом
простору Smn

mk
, задовольняє рiвняння (28) i

початкову умову (29) в тому розумiннi, що
u(t, ·) → ϕ0 при t → +0 за топологiєю про-
стору Smn

mk
; при цьому u неперервно зале-

жить вiд ϕ0.
Теорема 5. Задача Кошi (28), (29)

розв’язна в просторi Smn
mk

(у вказаному ро-
зумiннi); розв’язок цiєї задачi дається фор-
мулою

u(t, x) = etP (A)ϕ0(x) ≡
∞∑

n=0

tn

n!
P n(A)ϕ0(x).

Доведення. Введемо позначення
Q(t, A)ϕ0 := etP (A)ϕ,

Φt,∆t(x) :=

=
1

∆t
[Q(t + ∆t, A)ϕ0(x)−Q(t, A)ϕ0(x)] =

=
∞∑

n=0

1

∆t

[(t + ∆t)n − tn

n!

]
P n(A)ϕ0(x).

Доведемо, що функцiя [0, T ] 3 t →
Q(t, A)ϕ0 ∈ Smn

mk
, як абстрактна функцiя па-

раметра t iз значеннями в просторi Smn
mk

, ди-
ференцiйовна по t у кожнiй точцi t ∈ [0, T ].
Зафiксуємо довiльно t0 ∈ [0, T ] i доведе-
мо, що iснує елемент ψ ∈ Smn

mk
такий, що

Φt0,∆t → ψ при ∆t → 0 у просторi Smn
mk

, або,
що Ψt0,∆t := Φt0,∆t − ψ → 0 при ∆t → 0 у
просторi Smn

mk
(C). Це означає, що сiм’я фун-

кцiй {Ψt0,∆t(z)} рiвномiрно (по z) збiгається
до нуля при ∆t → 0 в будь-якiй обмеженiй
областi K ⊂ C i при цьому справджується
оцiнка

|Ψt0,∆t(z)| ≤ c̃γ(ãx)ρ(b̃y), γ = 1ρ, z = x+iy ∈ C,
(30)

зi сталими ã, b̃, c̃ > 0, не залежними вiд ∆t.
Доведемо, що

ψ = P (A)et0Aϕ0 ≡ Q(t0, A)ϕ0 =

=
∞∑

n=0

tn

n!
P n+1(A)ϕ0.
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Користуючись теоремою Лагранжа про
скiнченнi прирости знайдемо, що

Ψt0,∆t(z) =
∞∑

n=1

(t0 + θ∆t)n−1

(n− 1)!
P n(A)ϕ0(z)−

−
∞∑

n=0

tn0
n!

P n+1(A)ϕ0(z) =
∞∑

n=0

(t0 + θ∆t)n

n!
×

×P n+1(A)ϕ0(z)−
∞∑

n=0

tn0
n!

P n+1(A)ϕ0(z) =

=
∞∑

n=0

(t0 + θ∆t)n − tn0
n!

P n+1(A)ϕ0(z), (31)

0 < θ < 1.

Звiдси та з (27) випливає, що Ψt0,∆t ∈
Smn

mk
(C) при кожному ∆t. Якщо вважати, що

t0 + ∆t ≤ T , то внаслiдок доведеного ранi-
ше стверджуємо, що нерiвнiсть (30) викону-
ється зi сталими

c̃ = 2
∞∑

n=0

L̃n

n!
≡ 2eL̃, L̃ = c̃0ω

p0

0 T, ã = a1, b̃ = b1.

Якщо z ∈ K ⊂ C, де K – обмежена
область в C, то внаслiдок (25) правильними
є нерiвностi |P n(A)ϕ0(z)| ≤ cc̃0ω

p0n
0 , n ∈ Z+,

де c = c(K) > 0. Крiм того, для досить ма-
лих значень |∆t|

(t0 + θ∆t)n − tn0 =
n∑

k=1

Ck
n(θ∆t)ktn−k

0 ≤

≤
n∑

k=1

Ck
n|∆t|kT n−k ≤ T̃ n2n|∆t|,

T̃ = max{1, T}.
Отже, |Ψt0,∆t(z)| ≤ C|∆t|, z ∈ K, де C =

c

∞∑
n=0

Mn

n!
≡ ceM , M = 2c̃0ω

p0

0 T̃ . Звiдси ви-

пливає, що Ψt0,∆t → 0 при ∆t → 0 рiвномiр-
но по z ∈ K ⊂ C.

Цим доведено, що

∂

∂t
etP (A)ϕ0(x) = P (A)etP (A)ϕ0(x) =

=
∞∑

n=0

tn

n!
P n+1(A)ϕ0(x), x ∈ R.

Отже, функцiя u(t, x) = etP (A)ϕ0(x) є
розв’язком рiвняння (28).

Функцiя etP (A)ϕ0, як абстрактна функцiя
параметра t iз значеннями в просторi Smn

mk
,

диференцiйовна по t, а, отже, i неперервна
по t у кожнiй точцi t0 ∈ [0, T ], тобто

etP (A)ϕ0 → et0P (A)ϕ0, t → t0,

за топологiєю простору Smn
mn

. Зокрема,
etP (A)ϕ0 → ϕ0 при t → +0 у просторi Smn

mk
,

що й потрiбно було встановити.
Якщо {ϕn, n ≥ 1} ⊂ Smn

mk
i ϕn → ϕ0 при

n →∞ у просторi Smn
mk

, то з властивостi не-
перервностi оператора etP (A) у цьому просто-
рi (при фiксованому t > 0) випливає спiввiд-
ношення

un = etP (A)ϕn → etP (A)ϕ0 = u, n →∞,

що й означає неперервну залежнiсть u вiд
ϕ0.

Теорема доведена.

Зауваження 1. Аналогiчний результат
має мiсце у випадку, коли в рiвняннi (28)
(t, x) ∈ [t0, T ] × R, де t0 ≥ 0, а початко-
ва умова має вигляд u(t, ·)|t=t0 = ϕ0 ∈ Smn

mk
.

Розв’язок такої задачi Кошi дається фор-
мулою

u(t, x) = e(t−t0)P (A)ϕ0(x), (t, x) ∈ [t0, T ]×R.

6. Нелокальна двоточкова за часом
задача для еволюцiйного рiвняння з
оператором узагальненого диференцi-
ювання

Символом A позначимо оператор уза-
гальненого диференцiювання Гельфонда-
Леонтьєва Dp(F, ·), p ≥ 1 – фiксоване. Для
еволюцiйного рiвняння

∂u

∂t
= Au, (t, x) ∈ [0, T ]× R ≡ Ω, (32)

розглянемо нелокальну двоточкову за часом
задачу

µ1u(t, ·)|t=0−µ2u(t, ·)|t=T = ϕ, ϕ ∈ Smn
mk

, (33)

де T ∈ (0,∞), {µ1, µ2} ⊂ (0,∞) – фiксованi
числа, µ1 > µ2.

Пiд розв’язком задачi (32), (33) розумiти-
мемо функцiю u(t, x), диференцiйовну по t,
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яка при кожному t ∈ [0, T ] є елементом про-
стору Smn

mk
, задовольняє рiвняння (32) i умо-

ву (33) в тому розумiннi, що µ1 lim
t→+0

u(t, ·)−
µ2 lim

t→T−0
u(t, ·) = ϕ, де границi розглядаю-

ться в просторi Smn
mk

; при цьому u неперервно
залежить вiд ϕ.

Теорема 6. Двоточкова задача (32), (33)
розв’язна в просторi Smn

mk
; розв’язок цiєї за-

дачi дається формулою

u(t, x) = µ−1
2

∞∑
n=0

µ−(n+1)e(t+nT )Aϕ(x) =

= µ−1
2 etA

( ∞∑
n=0

µ−(n+1)enTAϕ(x)
)
,

µ = µ1/µ2 > 1.

Доведення. Передусiм доведемо, що
функцiя, яка формально зображається ря-

дом
∞∑

n=0

µ−nenTAϕ := ψ, є елементом просто-

ру Smn
mk

. Iз результатiв, отриманих у пунктi
4 випливає, що enTAϕ ∈ Smn

mk
при кожному

фiксованому n ∈ Z+; при цьому справджу-
ються нерiвностi

|enTAϕ(z)| ≤
∞∑

k=0

(nT )k

k!
|(Akϕ)(z)| =

=
∞∑

k=0

(nT )k

k!
|Dk+p(F, ϕ)(z)| ≤

≤ c0

∞∑

k=0

(nT )k

k!

( β1

νk+p

)k+p

γ(a1x)ρ(b1y) ≤

≤ c̃0

∞∑

k=0

(nT )k

k!

(β1

νk

)k

γ(a1x)ρ(b1y),

z = x + iy ∈ C,

де сталi a1, b1, β1 > 0 не залежать вiд k,

p, c̃0 = c0

(β1

νp

)p

, послiдовнiсть {νk, k ∈ Z+}
монотонно зростає:

∞∑

k=0

(nT )k

k!

(β1

νk

)k

≤
∞∑

k=0

(nα)k

k!
= enα =

= (eα)n, α =
β1T

ν1

.

Таким чином,

|enTAϕ(z)| ≤ c̃0(e
α)nγ(a1x)ρ(b1y).

Тодi

|ψ(z)| ≤
∞∑

n=0

|enTAϕ(z)|
µn

≤

≤ c̃0

∞∑
n=0

(eα

µ

)n

γ(a1x)ρ(b1y).

За умови µ > eα правильною є нерiвнiсть

|ψ(z)| ≤ c1γ(a1x)ρ(b1y),

c1 = c̃0

∞∑
n=0

(eα

µ

)n

< ∞.

Звiдси вже дiстаємо, що ψ(z) ∈ Smn
mk

(C).
Отже, ψ(x) є елементом простору Smn

mk
.

Iз результатiв, отриманих у пунктi 5 ви-
пливає, що функцiя

u(t, x) = µ−1
2

∞∑
n=0

µ−(n+1)e(t+nT )Aϕ(x) =

= µ−1
2 µ−1etAψ(x) = µ−1

1 etAψ(x)

задовольняє рiвняння (32). Доведемо, що ця
функцiя задовольняє також граничну умову
(33) у вказаному розумiннi.

При доведеннi теореми 5 встановлено, що
функцiя [0, T ] 3 t → etAψ, ψ ∈ Smn

mk
, як аб-

страктна функцiя параметра t iз значення-
ми в просторi Smn

mk
диференцiйовна, а, отже,

i неперервна в кожнiй точцi t ∈ [0, T ]. От-
же, граничнi спiввiдношення lim

t→+0
etAψ = ψ,

lim
t→T−0

etAψ = eTAψ справджуються в просто-
рi Smn

mk
. Тодi

µ1 lim
t→+0

µ−1
1 etAψ−µ2 lim

t→T−0
µ−1

1 etAψ = ψ−µ2

µ1

eTAψ =

=
∞∑

n=0

µ−nenTAϕ−
∞∑

n=0

µ−(n+1)e(T+nT )Aϕ =

= (ϕ + µ−1eTAϕ + µ−2e2TAϕ + . . . )−
−(µ−1eTAϕ + µ−2e2TAϕ + . . . ) = ϕ.

Цим доведено, що функцiя u(t, x) =
µ−1

1 e−tAψ(x) задовольняє умову (33) у вка-
заному розумiннi.
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Зауваження 2. Урахувавши оцiнку (25)
можна довести, що твердження, аналогi-
чне теоремi 6 має мiсце у випадку двото-
чкової задачi для еволюцiйного рiвняння

∂u

∂t
= P (A)u, (t, x) ∈ Ω, (34)

де P (λ) – полiном, розглянутий в пунктi
4. Двоточкова задача з граничною умовою
вигляду (33) для рiвняння (34) розв’язна в
просторi Smn

mk
. Розв’язок такої задачi дає-

ться формулою

u(t, x) = µ−1
1 etP (A)ψ(x), ψ(x) =

∞∑
n=0

µ−nenTP (A)ϕ(x), {ϕ, ψ} ⊂ Smn
mk

.

7. Оператор, спряжений з операто-
ром узагальненого диференцiювання
Гельфонда-Леонтьєва

Нехай An := Dn(F, ·), n ∈ N – фiксоване.
Символом (An)∗ позначимо оператор, спря-
жений з оператором узагальненого дифе-
ренцiювання An. Оскiльки An: Smn

mk
→ Smn

mk
,

то (An)∗: (Smn
mk

)′ → (Smn
mk

)′.
Кожнiй функцiї ϕ ∈ Smn

mk
зiставимо у вiд-

повiднiсть послiдовнiсть її коефiцiєнтiв Тей-
лора bϕ = {bk(ϕ), k ∈ Z+} ∈ C0, де C0 – про-
стiр збiжних до нуля послiдовностей. При
цьому рiзним функцiям з простору Smn

mk
вiд-

повiдають рiзнi послiдовностi з C0. Справ-
дi, якщо {ϕ1, ϕ2} ⊂ Smn

mk
, ϕ1 6= ϕ2, то iснує

k ∈ Z+ таке, що bk(ϕ1) 6= bk(ϕ2), бо iна-
кше, для кожного k ∈ Z+ матимемо, що
ϕ

(k)
1 (0) = ϕ

(k)
2 (0), тобто

ϕ1(x) =
∞∑

k=0

ϕ
(k)
1 (0)

k!
xk =

∞∑

k=0

ϕ
(k)
2 (0)

k!
xk =

= ϕ2(x), x ∈ R.

Отже, вiдображення

B : Smn
mk

3 ϕ → bϕ = {bk(ϕ), k ∈ Z+} ∈ C0

є iн’єкцiєю. Вiдображення B як оператор є,
очевидно, лiнiйним, який має обернений, бо
Ker B = {0}.

Вiдображення B зiставляє функцiї ψn :=
Dn(F, ϕ) ≡ Anϕ ∈ Smn

mk
послiдовнiсть

bψn =
{

bn
a0

an

, bn+1
a1

an+1

, bn+2
a2

an+2

, . . .
}
∈ C0.

Розглянемо оператор Ãn: C0 → C0, який
кожнiй послiдовностi bϕ = Bϕ ∈ C0, ϕ ∈
Smn

mk
, ставить у вiдповiднiсть послiдовнiсть

Bψn, тобто ÃnBϕ = bψn = BAnϕ, ϕ ∈ Smn
mk

.
Iз останнього спiввiдношення випливає, що

(ÃnB)∗ = (BAn)∗, (An)∗B∗ = B∗(Ãn)∗.

Отже, оператор, спряжений до операто-
ра An можна подати у виглядi: (An)∗ =
B∗(Ãn)∗(B∗)−1, при цьому

(Ãn)∗ : C ′
0 → C ′

0, B
∗ : C ′

0 → (Smn
mk

)′,

(B∗)−1 : (Smn
mk

)′ → C ′
0,

(Ãn)∗(B∗)−1 : (Smn
mk

)′ → C ′
0.

Вiзьмемо довiльний функцiонал g ∈ C ′
0.

Вiдомо, що C ′
0
∼= l1, де l1 – простiр абсолю-

тно сумовних послiдовностей g = {gk, k ∈
Z+}. Дiя функцiоналу g ∈ C ′

0
∼= l1 на еле-

мент bϕ = {bk(ϕ), k ∈ Z+} ∈ C0 подається за
допомогою формули

〈g, bϕ〉 =
∞∑

k=0

bk(ϕ)gk.

Отже, для довiльного g ∈ C ′
0 маємо, що

〈g, BAnϕ〉 = 〈g, ÃnBϕ〉 = 〈(Ãn)∗g, Bϕ〉 =

= 〈(Ãn)∗g, bϕ〉;
〈g, ÃnBϕ〉 = 〈g, Ãnbϕ〉 =

= 〈g, bψn〉 = bn
a0

an

g0 + bn+1
a1

an+1

g1+

+bn+2
a2

an+2

g2+ · · · = bn
a0

an

g0+bn+1
a1

an+1

g1+ . . .

(35)
Нехай

(Ãn)∗g := g∗ = {g∗0, g∗1, . . . } ∈ C ′
0
∼= l1;

з (35) випливає, що

〈(Ãn)∗g, bϕ〉 = b0g∗0 + · · ·+ bn−1g∗n−1 + bng∗n+
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+bn+1g∗n+1 + · · · = bn
a0

an

g0 + bn+1
a1

an+1

g1 + . . .

Отже,

g∗ =
{

0, . . . , 0,
a0

an

g0,
a1

an+1

g1, . . .
}

. (36)

У просторi (Smn
mk

)′ розглянемо рiвняння

du(t)

dt
= (An)∗u(t), t ∈ [0, T ], T < ∞, (37)

пiд розв’язком якого розумiтимемо абстра-
ктну функцiю параметра t iз значеннями в
просторi (Smn

mk
)′, яка задовольняє це рiвнян-

ня.
Якщо для рiвняння (37) задано умову

µ1u|t=0 − µ2u|t=T = ψ, ψ ∈ (Smn
mk

)′, (38)

(µ1, µ2 > 0, µ1 6= µ2 – фiксованi пара-
метри), то пiд розв’язком двоточкової за-
дачi (37), (38) розумiтимемо розв’язок рiв-
няння (37), який задовольняє умову (38) в
слабкому розумiннi, тобто µ1 lim

t→+0
〈u(t), ϕ〉 −

µ2 lim
t→T−0

〈u(t), ϕ〉 = 〈ψ, ϕ〉 для довiльної фун-
кцiї ϕ ∈ Smn

mk
.

Оскiльки (An)∗ = B∗(Ãn)∗(B∗)−1, то рiв-
няння (37) має вигляд

du(t)

dt
= B∗(Ãn)∗(B∗)−1u(t) (39)

Пiд дiєю вiдображення (B∗)−1 рiвняння (39)
перейде в рiвняння

(B∗)−1du(t)

dt
= (Ãn)∗(B∗)−1u(t), (40)

при цьому

µ1(B
∗)−1u|t=0−µ2(B

∗)−1u|t=T = (B∗)−1ψ ∈ C ′
0.

(41)
Введемо позначення: (B∗)−1u(t) := g(t) ∈

C ′
0. Оскiльки C ′

0
∼= l1, то g(t) =

{g0(t), g1(t), . . . }. Скориставшись формулою
(35) знайдемо, що

(Ãn)∗(B∗)−1u(t) = (Ãn)∗g(t) := g∗(t) =

=
{

0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−1

,
a0

an

g0(t),
an

an+1

g1(t), . . .
}

. (42)

g(t), як абстрактна функцiя параметра t iз
значеннями в просторi C ′

0, диференцiйовна
по t. Справдi,

dg(t)

dt
= lim

∆t→0

g(t + ∆t)− g(t)

∆t
=

= lim
∆t→0

(B∗)−1
[u(t + ∆t)− u(t)

∆t

]
=

= (B∗)−1
[

lim
∆t→0

u(t + ∆t)− u(t)

∆t

]
= (B∗)−1du

dt

(тут ми скористалися тим, що
∆u

∆t
→ du

dt
при

∆t → 0 в просторi (Smn
mk

)′ внаслiдок дифе-
ренцiйовностi u(t), t ∈ [0, T ], як абстрактної
функцiї параметра t iз значеннями в просто-
рi (Smn

mk
)′). Отже,

(B∗)−1du(t)

dt
=

d

dt
((B∗)−1u(t)) =

= {g′0(t), g′1(t), . . . }, t ∈ [0, T ]. (43)

Iз спiввiдношень (42), (43) та рiвняння (40)
випливає, що

g′0(t) = 0, g′1(t) = 0, . . . , g′n−1(t) = 0, t ∈ [0, T ],

тобто

g0(t) = c0, g1(t) = c1, . . . , gn−1(t) = cn−1, t ∈ [0, T ],

де ci = const, i ∈ {0, 1, . . . , n− 1}. Тодi

g′n(t) =
a0

an

g0(t) =
a0

an

c0,

g′n+1(t) =
an

an+1

g1(t) =
a1

an+1

c1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

g′2n−1(t) =
an−1

a2n−1

gn−1(t) =
an−1

a2n−1

cn−1.

Звiдси дiстаємо, що

gn(t) =
a0

an

c0t + cn,

gn+1(t) =
a1

an+1

c1t + cn+1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

g2n−1(t) =
an−1

a2n−1

cn−1t + c2n−1.
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Нехай (B∗)−1ψ = {ψ0, ψ1, . . . } ∈ C ′
0
∼= l1.

Врахувавши умову (41), а також неперерв-
нiсть g(t) як абстрактної функцiї параметра
t iз значеннями в просторi C ′

0 знайдемо, що

µ1g(t)|t=0 − µ2g(t)|t=T =

= µ1 lim
t→+0

{g0(t), g1(t), . . . }−
−µ2 lim

t→T−0
{g0(t), g1(t), . . . } =

= µ1{g0(0), g1(0), . . . }−
−µ2{g0(T ), g1(T ), . . . }.

Отже,

µ1gi(0)− µ2gi(T ) = ψi, i ∈ {0, 1, 2, . . . }. (44)

Якщо l ∈ {0, 1, . . . , n − 1}, то, внаслi-
док отриманих ранiше спiввiдношень, (44)
набуває вигляду µ1cl − µ2cl = ψl, тобто

cl =
ψl

µ1 − µ2

, l ∈ {0, 1, . . . , n − 1}. Якщо

i ∈ {n, n + 1, . . . , 2n− 1}, то

µ1ci − µ2

(al

ai

clT + ci

)
= ψi,

l ∈ {0, 1, . . . , n− 1}, i ∈ {n, n + 1, . . . , 2n− 1},
або

ci(µ1 − µ2) =
alcl

ai

µ2T + ψi, ci =

=
ψi

µ1 − µ2

+
al

ai

µ2Tψl

(µ1 − µ2)2
.

Наприклад,

cn =
ψn

µ1 − µ2

+
a0

an

µ2Tψ0

(µ1 − µ2)2
,

cn+1 =
ψn+1

µ1 − µ2

+
a1

an+1

µ2Tψ1

(µ1 − µ2)2
, . . .

Отже,

gn(t) =
a0

an

ψ0

µ1 − µ2

t+
ψn

µ1 − µ2

+
a0

an

µ2Tψ0

(µ1 − µ2)2
=

=
a0

an

ψ0

µ1 − µ2

[
t +

µ2

µ1 − µ2

T
]

+
ψn

µ1 − µ2

,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

g2n−1(t) =
an−1

a2n−1

ψn−1

µ1 − µ2

[
t +

µ2

µ1 − µ2

T
]
+

+
ψ2n−1

µ1 − µ2

.

Далi знаходимо, що

g′2n(t) =
an

a2n

gn(t) =
a0

a2n

ψ0

µ1 − µ2

[
t+

µ2

µ1 − µ2

T
]
+

+
an

a2n

ψn

µ1 − µ2

,

тобто

g2n(t) =
a0

a2n

ψ0

µ1 − µ2

[t2

2
+

µ2T

µ1 − µ2

t
]
+

=
an

a2n

ψn

µ1 − µ2

t + c2n.

З урахуванням (44) маємо спiввiдношен-
ня

µ1g2n(0)− µ2g2n(T ) = ψ2n,

яке рiвносильне спiввiдношенню

µ1c2n − µ2

[ a0

a2n

ψ0

µ1 − µ2

(T 2

2
+

µ2T
2

µ1 − µ2

)
+

+
an

a2n

ψn

µ1 − µ2

T + c2n

]
= ψ2n,

з якого знаходимо c2n, а, отже, i g2n(t). Про-
довжуючи цей процес, знайдемо всi коорди-
нати gi(t), i ∈ Z+.

Отже, формально розв’язок двоточкової
задачi (37), (38) подається у виглядi

u(t) = B∗g(t) ≡ B∗{g0(t), g1(t), . . . } ⊂ (Smn
mk

)′.

Оскiльки u(t) задовольняє рiвняння (37) в
слабкому розумiннi (в сенсi узагальнених
функцiй), то з’ясуємо, як дiє функцiонал
u(t) на довiльну функцiю ϕ ∈ Smn

mk
. Маємо,

що

〈u(t), ϕ〉 = 〈B∗g(t), ϕ〉 = 〈g(t), Bϕ〉,
Bϕ = {bk(ϕ), k ∈ Z+}, де bk(ϕ), k ∈ Z+, – ко-
ефiцiєнти Тейлора функцiї ϕ, g(t) ∈ C ′

0
∼= l1

при кожному t ∈ [0, T ]. Отже, функцiонал
g(t) ∈ C ′

0 дiє на елемент Bϕ ∈ C0 за прави-
лом:

〈u(t), ϕ〉 = 〈g(t), Bϕ〉 =
∞∑

k=0

bkgk(t) =
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∞∑

k=0

ϕ(k)(0)

k!
gk(t), t ∈ [0, T ] (45)

gk(t), k ∈ Z+, обчислюються за вiдповiдними
формулами. Формула (45) задає функцiонал
u(t) на Smn

mk
при кожному t ∈ [0, T ]; u(t) задо-

вольняє рiвняння (37) i умову (38), оскiльки

µ1 lim
t→+0

〈u(t), ϕ〉 − µ2 lim
t→T−0

〈u(t), ϕ〉 =

= µ1 lim
t→+0

〈g(t), Bϕ〉 − µ2 lim
t→T−0

〈g(t), Bϕ〉 =

= µ1〈g(0), Bϕ〉−µ2〈g(T ), Bϕ〉 = µ1

∞∑

k=0

bkgk(0)−

−µ2

∞∑

k=0

bkgk(T ) =
∞∑

k=0

bk(µ1gk(0)−µ2gk(T )) =

=
∞∑

k=0

bkψk = 〈ψ, ϕ〉.

Останнi спiввiдношення випливають з того,
що гранична умова (38) еквiвалентна умовi
(41), (B∗)−1u(t) = g(t), як абстрактна фун-
кцiя параметра t iз значеннями в просторi
C ′

0, неперервна по t ∈ [0, T ], тому g(t) → g(0)
при t → +0, g(t) → g(T ) при t → T − 0 в C ′

0.
Таким чином, доведено наступне твер-

дження.
Теорема 7. Двоточкова задача (37),

(38) розв’язна в просторi (Smn
mk

)′, при цьо-
му

〈u(t), ϕ〉 =
∞∑

k=0

ϕ(k)(0)

k!
gk(t), t ∈ [0, T ], ϕ ∈ Smn

mk
,

g(t) = {g0(t), g1(t), . . . , } ∈ l1 ∼= C ′
0

при кожному t ∈ [0, T ].

Зауваження 3. Якщо u(t) при кожному
t ∈ [0, T ] – регулярна узагальнена функцiя
з простору (Smn

mk
)′, то

〈u(t), ϕ〉 =

∫

R

u(t)ϕ(t)dt, ∀ϕ ∈ Smn
mk

.

Очевидно, що формула (45) є бiльш прида-
тною для застосувань.

Зауваження 4. Якщо µ2 = 0, µ1 = 1, то
умова (38) вироджується в початкову умо-
ву для рiвняння (37). Отже, в цьому випад-
ку задача (37), (38) – задача Кошi.

Як приклад, розглянемо задачу (36), (37)
з граничним елементом ψ = δ ∈ (Smn

mk
)′,

де δ – дельта-функцiя Дiрака. Оскiльки
〈δ, ϕ〉 = ϕ(0), то для довiльної функцiї

ϕ(x) =
∞∑

k=0

bkx
k ∈ Smn

mk
маємо ϕ(0) = b0. Звiд-

си та з формули
∞∑

k=0

bkψ̃k = 〈δ, ϕ〉 = 〈(B∗)−1δ, Bϕ〉 = ϕ(0) = b0

знаходимо елемент (B∗)−1δ ∈ C ′
0

∼=
l1: (B∗)−1δ = {1, 0, 0, . . . }. Урахувавши
спiввiдношення, якi визначають g(t) =
(B∗)−1u(t) = {g0(t), g1(t), . . . } ∈ C ′

0
∼= l1, зна-

йдемо, що

g(t) =

{
1

µ1 − µ2

, 0, . . . , 0
︸ ︷︷ ︸

n−1

,
a0

an(µ1 − µ2)
×

×
(
t +

µ2T

µ1 − µ2

)
, 0, . . . , 0,

a0

a2n

1

µ1 − µ2

(t2

2
+

µ2Tt

µ1 − µ2

)
+

a0

a2n

µ2T
2

(µ1 − µ2)2
×

×
(1

2
+

µ2

µ1 − µ2

)
, 0, . . .

}
.

Зауважимо, що у випадку задачi Кошi (µ1 =
1, µ2 = 0)

g(t) =
{

1, 0, . . . , 0,
a0

an

t, 0, . . . , 0,
a0

2a2n

t2, . . .
}

.

Тодi для довiльної функцiї ϕ(x) =
∞∑

k=0

bkx
k ∈

Smn
mk

〈u(t), ϕ〉 =
b0

µ1 − µ2

+
a0bn

an(µ1 − µ2)

(
t+

µ2T

µ1 − µ2

)
+. . .

Для того, щоб безпосередньо перевiрити,
що u(t) є розв’язком рiвняння (36), переко-
наємося у тому, що u(t) задовольняє спiв-

вiдношення (B∗)−1du

dt
= (Ãn)∗(B∗)−1u(t) при

Буковинський математичний журнал. 2014. – Т. 2, № 2–3. 57



кожному t ∈ [0, T ]. Оскiльки

(B∗)−1du

dt
=

d

dt
((B∗)−1u(t)) = g′(t) =

= {g′0(t), g′1(t), . . . } ∈ l1,

то

g′(t) =
{

0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−1

,
a0

an(µ1 − µ2)
, 0, . . . , 0,

a0

a2n(µ1 − µ2)

(
t +

µ2T

µ1 − µ2

)
, 0, . . .

}
.

З iншого боку,

(Ãn)∗(B∗)−1u(t) = (Ãn)∗g(t) ≡ g∗(t) =

=
{

0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−1

,
a0

an

g0(t),
a1

an+1

g1(t), . . .
}
∈ l1.

З’ясуємо, чи справджується рiвнiсть g′(t) =
g∗(t), t ∈ [0, T ]. Очевидно, що першi n − 1
координат вказаних елементiв спiвпадають.
Оскiльки g0(t) = (µ1 − µ2)

−1, то

g∗n(t) =
a0

an

g0(t) =
a0

an

1

µ1 − µ2

= g′n(t), t ∈ [0, T ],

g∗n+1(t) =
a1

an+1

g1(t) = 0 = g′n+1(t), t ∈ [0, 1],

бо gn+1(t) = 0 i т.д. Наприклад,

g′2n(t) =
a0

an

1

µ1 − µ2

(
1 +

µ2T

µ1 − µ2

)
,

g∗2n(t) =
an

a2n

gn(t) =
an

a2n

a0

an

1

µ1 − µ2

×

×
(
t +

µ2T

µ1 − µ2

)
= g′2n(t).

Продовжуючи цей процес, знайдемо, що
g′n(t) = g∗n(t), ∀n ∈ Z+, тобто g′(t) = g∗(t)
у кожнiй точцi t ∈ [0, T ], що й потрiбно до-
вести. Абстрактна функцiя u(t) задовольняє
також умову (37). Для перевiрки цього до-
сить встановити, що координати елемента
g(t) = (B∗)−1u(t), t ∈ [0, T ], задовольняють
спiввiдношення (44). При i = 0 маємо:

µ1g0(0)−µ2g0(T ) =
µ1

µ1 − µ2

− µ2

µ1 − µ2

= 1 = ψ0,

µ1gi(0)− µ2gi(T ) = 0 = ψi, 2 ≤ i ≤ n− 1.

Вiзьмемо n-ту координату g(t):

µ1gn(0)− µ2gn(T ) = µ1
a0µ2T

an(µ1 − µ2)2
−

−µ2
a0

an(µ1 − µ2)

(
T +

µ2T

µ1 − µ2

)
=

=
a0µ1µ2T

an(µ1 − µ2)2
− a0µ

2
2T

an(µ1 − µ2)2
− a0µ2T

an(µ1 − µ2)
=

=
a0µ2T (µ1 − µ2)

an(µ1 − µ2)2
− a0µ2T

an(µ1 − µ2)
= 0 = ψn

i т.д. Звiдси випливає спiввiдношення
µ1 lim

t→+0
u(t) − µ2 lim

t→T−0
u(t) = ψ, яке справ-

джується в просторi (Smn
mk

)′. У випадку за-
дачi Кошi lim

t→+0
u(t) = δ.
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