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ПРО ЕКВIВАЛЕНТНIСТЬ ДЕЯКИХ УМОВ ДЛЯ КЛАСУ ФУНКЦIЙ,
АНАЛIТИЧНИХ У ПIВПЛОЩИНI

Нехай H∞
σ (C+) є простiр функцiй, аналiтичних у пiвплощинi C+ = {z : Rez > 0}, для

яких
sup

z∈C+

{
|G(z)|e−σ|Imz|

}
< +∞.

Для даного простору встановлено еквiвалентнiсть швидкого спадання по додатнiй пiвосi мо-
дуля функцiї G ∈ H∞

σ (C+) до швидкого зростання її модуля на межi.

Let H∞
σ (C+) be the space of functions analytic in the half-plane C+ = {z : Rez > 0}, for which

sup
z∈C+

{
|G(z)|e−σ|Imz|

}
< +∞.

For this space we prove the equivalence of rapid decrease in the positive half-axis of the module of
a function G ∈ H∞

σ (C+) and the rapid growth of its module at the boundary.

Простiр обмежених аналiтичних у пiв-
площинi C+ = {z : Rez > 0} функцiй G
позначають через H∞(C+), при цьому вiн є
банаховим вiдносно норми

‖G‖ = sup
z∈C+

|G(z)| < +∞.

Властивостi цих просторiв детально розгля-
нутi в монографiї Дж. Гарнетта [1].

Простором Гардi Hp(C+), 0 < p < +∞,
називається клас аналiтичних у пiвплощинi
C+ функцiй G, для яких

sup
x>0

{∫ +∞

−∞
| G(x + iy) |p dy

}
< +∞.

Позначення H∞(C+) зумовлено близькiстю
їх властивостей [2] з властивостями просто-
рiв Гардi.

Б. Винницький i В. Шаран в [3] розгляну-
ли простiр H∞

σ (C+), що складається з ана-
лiтичних в C+ функцiй, для яких

sup
z∈C+

{|G(z)|e−σ|Imz|} < +∞.

Вони, зокрема, показали, що функцiї з цих
просторiв мають майже скрiзь на iR куто-
вi граничнi значення G(it) i G(it)e−σ|t| ∈

L∞(R). Якщо для функцiї G iснує c1 ∈ R,
що виконується умова

|G(z)| ≤ c1e
σ|z|, z ∈ C+, (1)

то легко бачити, що G(z)e−σz ∈ H∞
σ (C+). То-

му теж для кожної функцiї G, що задоволь-
няє умову (1) iснують майже скрiзь на iR
кутовi граничнi значення i

G(it)e−σ|t| ∈ L∞(R). (2)

Функцiї з даного простору мають [4], [5] син-
гулярну граничну функцiю G , яка з точнi-
стю до адитивної сталої i значень в точках
неперервностi визначається рiвнiстю h(t2)−
h(t1) = lim

x→0+

t2∫
t1

ln |G(x + it)|dt−
t2∫
t1

ln |G(it)|dt.

Функцiя h є незростаючою на R i h′(t) = 0
майже скрiзь на R.

Б. Винницький в [6] розглянув також
клас Hp

σ(C+), 1 ≤ p < +∞, 0 ≤ σ < +∞,
функцiй G аналiтичних в C+, для яких

sup
|ϕ|< π

2

{∫ +∞

0

|G(reiϕ)|pe−pσr| sin ϕ|dr

}
< +∞.

В. Дiльний в [7] встановив для випад-
ку p ∈ [1; +∞) еквiвалентнiсть швидкого
спадання по додатнiй осi модуля функцiї
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G ∈ Hp
σ(C+) до швидкого зростання її мо-

дуля на межi. Такого типу результати вико-
ристовуються для дослiдження циклiчностi
функцiй [8].

Метою даної статтi є встановлення анало-
гiчного твердження для функцiй з H∞

σ (C+).
Теорема Нехай G ∈ H∞

σ (C+), σ > 0
i G(z) 6= 0 для всiх z ∈ C+, а також
h(t) = const. Тодi наступнi умови еквiва-
лентнi:

а) lim
r→+∞

(
∫

1<|t|≤r

(
1
t2
− 1

r2

)
ln |G(it)|dt

−2σ ln r) > −∞;

б) lim
r→+∞

(
∫

1<|t|≤r

(
1
t2
− 1

r2

)
ln |G(it)|dt

−2σ ln r) > −∞;

в) lim
x→+∞

(
ln |G(x)|

x
+ 2σ

π
ln x

)
< +∞;

г) lim
x→+∞

(
ln |G(x)|

x
+ 2σ

π
ln x

)
< +∞;

д) (∃c ∈ R) : G(z) exp
{

2σ
π

z ln z − cz
}

∈ H∞(C+).

Нам буде потрiбне наступне твердження,
що випливає з результатiв Н. Говорова [9]
та формули Карлемана [6], яка в потрiбнiй
формi наведена в [3], [10].

Лема 1. Нехай G ∈ H∞
σ (C+),

h(t) ≡ const, G(z) 6= 0 для всiх z ∈ C+.
Тодi справедливе зображення G(z) =

exp

(
ia0 + a1z + 1

π

+∞∫
−∞

Q(t, z) ln |G(it)|dt

)
,

a0 ∈ R, a1 ∈ R, де

Q(t, z) =
(tz + i)2

i(1 + t2)2(t + iz)

i виконуються умови

lim
r→+∞

∫

1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln |G(it)|dt > −∞,

(3)
ln |G(it)| ∈ L1[−1; 1].

Лема 2. Якщо G ∈ H∞
σ (C+) i виконує-

ться умова б), то виконується умова а).

Доведення. Легко бачити, що
∫

1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln e−σ|t|dt

= −2σ ln r +
σ

r2
(r2 − 1),

тому умова б) набуде вигляду

lim
r→+∞

∫

1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln |G(it)e−σ|t||dt > −∞.

Оскiльки

ln |G(it)e−σ|t|| = ln+ |G(it)e−σ|t||

− ln+ 1

|G(it)e−σ|t|| , (4)

то

lim
r→+∞

∫

1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln |G(it)e−σ|t||dt

= lim
r→+∞

(ϕ1(r)− ϕ2(r)),

де

ϕ1(r) =

∫

1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln+

∣∣G(it)e−σ|t|∣∣ dt

i

ϕ2(r) =

∫

1<|t|6r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln+ 1

|G(it)e−σ|t||dt.

Тодi умова б) запишеться у виглядi

lim
r→+∞

(ϕ1(r)− ϕ2(r)) > −∞. (5)

Врахувавши, що G(it)e−σ|t| ∈ L∞(R), отри-
маємо

ϕ1(r) ≤ c2

∫

1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
dt < c3 < +∞.

Припустимо, що lim
r→+∞

ϕ2(r) = −∞,

тодi iснує така послiдовнiсть (rk), що
lim

r→+∞
ϕ2(rk) = +∞. Проте функцiя ϕ2 є не-

спадною, тому для кожної зростаючої по-
слiдовностi (nk), такої, що nk → +∞,при
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k → ∞, маємо lim
r→+∞

ϕ2(nk) = +∞. Але

lim
r→+∞

ϕ1(nk) < +∞, тодi lim
r→+∞

(ϕ1(r) −
ϕ2(r)) = −∞, що суперечить умовi (5). От-
же, виконується умова а).

Лема 3. Якщо G ∈ H∞
σ (C+), h(t) ≡

const, G(z) 6= 0 для всiх z ∈ C+, а та-
кож виконується умова в), то виконує-
ться умова б).

Доведення. Доведення проведемо методом
вiд супротивного. Припустимо, що G ∈
H∞

σ (C+), G(z) 6≡ 0 i не виконується умова
б), тобто

lim
r→+∞




∫

1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln |G(it)|dt

−2σ ln r) = −∞. (6)

Оскiльки

ReQ(t; x) =
2t2x + x− t2x3

(1 + t2)2(t2 + x2)
,

то

1

π

+∞∫

−∞

|t|ReQ(t; x)dt =
x

π
− 2x

π
ln x, x > 0.

Тодi

ln e
2σ
π

x ln x =


σ

π
x− 1

π

+∞∫

−∞

ReQ(t, x)σ|t|dt


 .

Тому за лемою 1

ln |G(x)e
2σ
π

x ln x|
x

= c4+
1

π

+∞∫

−∞

−t2x2 + 1 + 2t2

(1 + t2)2(t2 + x2)

× ln |G(it)e−σ|t||dt.

З умови (4) отримаємо

ln |G(x)e
2σ
π

x ln x|
x

= c4− 1

π

+∞∫

−∞

t2x2

(1 + t2)2(t2 + x2)

× ln+ |G(it)e−σ|t||dt+

+
1

π

+∞∫

−∞

1 + 2t2

(1 + t2)2(t2 + x2)
ln+ |G(it)e−σ|t||dt+

+
1

π

+∞∫

−∞

t2x2

(1 + t2)2(t2 + x2)
ln+ 1

|G(it)e−σ|t||dt−

− 1

π

+∞∫

−∞

1 + 2t2

(1 + t2)2(t2 + x2)
ln+ 1

|G(it)e−σ|t||dt =

= c4 −K1(x) + K2(x) + K3(x)−K4(x).

Оцiнимо K1(x). З умови (1) випливає, що
|G(it)| ≤ c1e

σ|t|, тому |G(it)|e−σ|t| ≤ c1. Отже,

K1(x) ≤ c5x
2

π

+∞∫

−∞

t2

(1 + t2)2(t2 + x2)
dt =

=
c5x

2

2(1 + x)2
≤ c6, x > 0.

Оцiнимо K4:

K4(x) ≤ 1

π

+∞∫

−∞

2 + 2t2

(1 + t2)2(t2 + x2)

× ln+ 1

|G(it)e−σ|t||dt =

=
2

π

+∞∫

−∞

1

(1 + t2)(t2 + x2)
ln+ 1

|G(it)e−σ|t||dt.

Розглянемо випадок x > 1, тодi

K4(x) ≤ 2

π

+∞∫

−∞

1

(1 + t2)2
ln+ 1

|G(it)e−σ|t||dt.

Використавши нерiвнiсть ln+ 1
ab
≤ ln+ 1

a
+

ln+ 1
b
, отримаємо

K4(x) ≤ 2

π

+∞∫

−∞

1

(1 + t2)2

×
(

ln+ 1

|G(it)| + ln+ 1

e−σ|t|

)
dt =
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=
2

π

+∞∫

−∞

1

(1 + t2)2
ln+ 1

|G(it)|dt

+
2

π

+∞∫

−∞

1

(1 + t2)2
σ|t|dt =

= c7 +
2

π

+1∫

−1

1

(1 + t2)2
ln+ 1

|G(it)|dt

+
2

π

∫

|t|≥1

1

(1 + t2)2
ln+ 1

|G(it)|dt ≤

≤ c7 +
2

π

+1∫

−1

ln+ 1

|G(it)|dt

+
2

π

∫

|t|≥1

1

(1 + t2)2
ln+ 1

|G(it)|dt.

За лемою 1 ln |G(it)| ∈ L1[−1; 1] , тому

2

π

+1∫

−1

ln+ 1

|G(it)|dt ≤ 2

π

+1∫

−1

| ln |G(it)||dt ≤ c8.

Звiдси

K4(x) ≤ c9 +
2

π

∫

|t|≥1

1

(1 + t2)2
ln+ 1

|G(it)|dt.

Тодi
+∞∫

1

1

(1 + t2)2
ln+ 1

|G(it)|dt

≤
+∞∫

1

1

t2
· 1

t2
ln+ 1

|G(it)|dt

=

+∞∫

1

1

t2
d

t∫

1

1

s2
ln+ 1

|G(is)|ds.

Проiнтегрувавши за частинами, отримаємо

+∞∫

1

1

(1 + t2)2
ln+ 1

|G(it)|dt ≤

≤ 1

t2

t∫

1

1

s2
ln+ 1

|G(is)|ds

∣∣∣∣∣∣

+∞

1

+2

+∞∫

1

1

t3

∫ t

1

1

s2
ln+ 1

|G(is)|dsdt. (7)

Застосувавши нерiвнiсть 1
t2
≤ 4

3

(
1
t2
− 1

4r2

)
,

якщо |t| ≤ |r| одержимо

t∫

1

1

s2
ln+ 1

|G(is)|ds

≤ 4

3

∫ 2t

1

(
1

s2
− 1

2t2

)
ln+ 1

|G(is)|ds.

За лемою 1 виконується умова (3), тобто
∫

1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln |G(it)|dt > −c10,

для деякої сталої c10 ∈ R. Тодi∫
1<|t|≤r

(
1
t2
− 1

r2

) (
ln+ |G(it)| − ln+ 1

|G(it)|

)
dt >

−c10. Звiдси отримаємо
∫

1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln+ 1

|G(it)|dt <

< c10 +

∫

1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln+ |G(it)|dt ≤

≤ c10 +

∫

1<|t|≤r

1

t2
ln+ |G(it)| ≤ c11 + c12 ln r.

Отже,

t∫

1

1

s2
ln+ 1

|G(is)|ds ≤ c11 + c12 ln t.

Пiдставивши останню оцiнку в нерiвнiсть
(7), отримаємо

+∞∫

1

1

(1 + t2)2
ln+ 1

|G(it)|dt ≤ c13.
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Аналогiчно

−1∫

−∞

1

(1 + t2)2
ln+ 1

|G(it)|dt ≤ c13,

тому K4(x) ≤ c14, якщо x ≥ 1.
Легко бачити, що

K3(x) ≥ 1

π

∫

1<|t|≤x

t2x2

(1 + t2)2(t2 + x2)

× ln+ 1

|G(it)e−σ|t||dt ≥

≥ 1

8π

∫

1<|t|≤x

1

t2
ln+ 1

|G(it)e−σ|t||dt ≥

≥ − 1

8π

∫

1<|t|≤x

(
1

t2
− 1

t2

)
ln |G(it)e−σ|t||dt.

Тому за умовою (6) маємо, що lim
x→+∞

K3(x) =

+∞. Оскiльки K2(x) > 0, то

lim
x→+∞

ln |G(x)e
2σ
π

x ln x|
x

= +∞.

А це суперечить умовi в)

Лема 4. Якщо G ∈ H∞
σ (C+), h(t) ≡

const i виконується умова д), то викону-
ється й умова г).

Доведення. Оскiльки виконується умова д),
то з означення простору H∞(C+) маємо :

∣∣∣∣G(z) exp

{
2σ

π
z ln z − cz

}∣∣∣∣ ≤ c15.

Звiдси

ln |G(x)|+ 2σ

π
x ln x ≤ c15x.

Оскiльки,

ln |G(x)|
x

+
2σ

π
ln x ≤ c15,

то виконується умова г)

Лема 5. Якщо G ∈ H∞
σ (C+), h(t) ≡

const, G(z) 6= 0 для всiх z ∈ C+, i виконує-
ться умова а), то виконується умова д).

Доведення. З умови леми маємо, що викону-
ється умова a), тому

(∃c ∈ R)(∀r > 1) :
∫

1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln |G(it)e−σ|t||dt > c.

Оскiльки G ∈ H∞
σ (C+), то виконується умо-

ва (2). Тому
∫

1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln |G(it)e−σ|t||dt ≤

≤ ln c16

∫

1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
dt ≤ c17.

Врахувавши, що за лемою 1 ln |G(it)| ∈
L1[−1; 1] i G ∈ H∞

σ (C+), отримаємо

+∞∫

−∞

ln |G(it)e−σ|t||
1 + t2

dt =

= c18 + lim
r→+∞

∫

1<|t|≤r

ln |G(it)e−σ|t||
1 + t2

dt ≤

≤ c18 +
4

3
lim

r→+∞

∫

1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

2r2

)

× ln |G(it)e−σ|t||dt < +∞.

Тодi з [1, с. 81-82],[11, с.25] i [12, с. 189-190],
оскiльки G(z)e

2σ
π

z ln z не має нулiв в C+ i ї ї
сингулярна гранична функцiя є тотожною
сталою, отримаємо, що виконується д).

Доведення теореми випливає з лем 2-5 i
тривiальної iмплiкацiї умов в) i г). Теорема
залишається справедливою i для функцiй,
що задовольняють умову (1).
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