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ОДНОПАРАМЕТРИЧНА СIМ’Я ФРАКТАЛЬНИХ ФУНКЦIЙ, ПОВ’ЯЗАНИХ

З QS-ЗОБРАЖЕННЯМ ЧИСЕЛ

У статтi дослiджується один континуальний клас функцiй, означених у термiнах Qs-
зображення чисел вiдрiзка [0; 1], що є узагальненням класичного s-кового зображення.
Залежнiсть n-ої цифри Qs-зображення значення функцiї визначається фiнiтною функцiєю
φn(an, αn) двох змiнних, аргументами якої є вiдповiднi Qs-цифри αn(x) i an(a) аргумента
x та параметра a.

Доведено неперервнiсть кожної з функцiй цього класу по множинi Qs-унарних чисел
(чисел, що мають єдине Qs-зображення). Знайдено необхiднi i достатнi умови неперерв-
ностi функцiї по всiй областi визначення. Вказано умови, визначенi цифрами параметра
a та послiдовностi функцiй (φn), за яких функцiя fa матиме скiнченнi та континуаль-
нi множини рiвнi. Для часткових випадкiв (s = 2) вивчено iнтегральнi, диференцiальнi
властивостi функцiй та фрактальнi властивостi їх множин значень; на основi автомо-
дельних властивостей графiка функцiї i встановленого взаємозв’язку мiж розглядуваною
функцiєю та iнверсором цифр Q2-зображення чисел, обчислено значення iнтеграл Лебега;
видiлено пiдклас функцiй, що є кусково-сингулярними або сингулярними на промiжках
(тобто неперервними на промiжках функцiями, вiдмiними вiд константи, похiдна яких
рiвна нулю майже скрiзь у розумiннi мiри Лебега).

Ключовi слова i фрази: Qs-зображення чисел, Qs-бiнарне число, Qs-унарне число,
цилiндр, множина канторiвського типу, розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича, фрактальна
функцiя, сингулярна функцiя, iнверсор Q2-зображення чисел.
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Вступ

Функцiї з фрактальними властивостями – популярний об’єкт сучасних наукових дослi-
джень [1, 2, 6, 7, 4, 3]. Вони проявляють себе у рiзних галузях математики [1]. Iснує методо-
логiчна проблема наявностi ефективного iнструментарiю задання та аналiтичного вивчення
фрактальних функцiй. Одним з засобiв розвитку теорiї таких функцiй є рiзнi системи зобра-
ження дiйсних чисел, що ґрунтуються на розвиненнi числа в ряд спецiального виду [11]. Рiзнi

УДК 511.7+517.5
2010 Mathematics Subject Classification: 26A21, 26A30.
This work was supported by a grant from the Simons Foundation (SFI-PD-Ukraine-00014586, P.M., N.V.)

c⃝Працьовитий М.В., Назарчук В.В., Василенко Н.А., 2025



Однопараметрична сiм’я фрактальних функцiй, пов’язаних з Qs-зображенням чисел 89

системи зображення чисел для задання та дослiдження структурних, тополого-метричних, ди-
ференцiальних та фрактальних властивостей функцiй були використаннi у роботах [5, 8, 9, 10].

Нехай 2 ≤ s – фiксоване натуральне число, As = {0, 1, ..., s − 1} – s-символьний алфавiт.
Ми цiкавимося одним континуальним класом функцiй, визначених в термiнах Qs-зображення
дiйсних чисел, що є узагальненням класичного s-кового зображення. При цьому цифри Qs-
зображення значення функцiї залежать вiд вiдповiдних цифр Qs-зображення аргумента та
параметра. Кожна з функцiй визначається наперед заданою послiдовнiстю фiнiтних функцiй
φ : As×As → As. Бiльшiсть функцiй мають фрактальнi властивостi, принаймнi фрактальними
є або множина значень, або множина рiвня, або графiк.

Iнтерес до класу таких функцiй пов’язаний зi спробою його структуризацiї за принципом
наявностi фрактальних властивостей у множин рiзного роду особливостей функцiї, а також з
тим, що теоретичний аналiз властивостей функцiй, залежних вiд параметра, є пропедевтикою
до вивчення фрактальних функцiй двох змiнних.

1 Об’єкт дослiдження

Нехай Ls = As × As × ... – простiр послiдовностей елементiв алфавiту; Φ – сiм’я фiнiтних
функцiй φ(u, v) двох змiнних, визначених на множинi всеможливих пар елементiв алфавiту,
яка набуває значень з множини As, тобто φn : As × As → As. Очевидно, що клас функцiй
Φ мiстить s3 рiзних функцiй φ. Серед них s2 пар двоїстих функцiй φn i φ̃n, тобто таких, що
φn(u, v) = s− 1− φ̃n(u, v).

Нехай (q0, q1, ..., qs−1) — стохастичний вектор, такий що 0 < qi < 1, i ∈ As. Вiдомо [11], що
для довiльного x ∈ [0; 1] iснує послiдовнiсть (αn) ∈ Ls така, що

x = βα1 +
∞∑
n=2

(βαn

n−1∏
j=1

qαj ) ≡ ∆Qs
α1α2...αn..., (1)

де βαn =
αn−1∑
i=0

qi (тобто β0 = 0, β1 = q0, β2 = q0 + q1, ..., βs−1 = 1 − qs−1). Розклад числа x в

ряд (1) називається Qs-представленням цього числа, а скорочений запис ∆Qs
α1α2...αn... — його

Qs-зображенням.
Якщо qi =

1
s для будь-якого i ∈ As, то Qs-зображення є класичним s-ковим зображенням.

Iснують числа, що мають два Qs-зображення. Це числа, якi мають зображення

∆Qs

α1α2...αm−1αm(0) = ∆Qs

α1α2...αm−1[αm−1](s−1). (2)

Вони називаються Qs-бiнарними. Множина таких чисел є злiченною. Решта чисел одиничного
вiдрiзка мають єдине зображення. Вони називаються Qs-унарними.

Означення 1. Цилiндром рангу m з основою c1c2...cm називається множина

∆Qs
c1c2...cm = {x = ∆Qs

c1c2...cmα1α2..., (αn) ∈ Ls}.

∀(c1, ..., cm) i ∀m ∈ N цилiндри Qs-зображення мають властивостi:

1) ∆Qs
c1c2...cm =

s−1∪
i=0

∆Qs

c1c2...cmi;
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2) ∆Qs
c1c2...cm =

[
m∑
i=1

βci
k−1∏
j=1

qcj ;
m∑
i=1

βci
k−1∏
j=1

qcj +
m∏
i=1

qci

]
;

3) |∆Qs
c1c2...cm | =

m∏
i=1

qci = qcm |∆
Qs
c1c2...cm−1 |;

4)
∞∩

m=1
∆Qs

c1c2...cm = ∆Qs
c1c2...cm... = x.

Нехай a = ∆Qs
a1a2...an... – параметр (фiксоване число). Розглядається функцiя fa, означена

рiвнiстю
fa(x = ∆Qs

α1α2...αn...) = ∆Qs

φ1(a1,α1)φ2(a2,α2)...φn(an,αn)...
. (3)

Означення функцiї fa, взагалi кажучи, є некоректним, оскiльки для рiзних зображень Qs-
бiнарного числа має мiсце нерiвнiсть fa(∆

Q2

α1...αn−1αn(0)
) ̸= fa(∆

Q2

α1...αn−1[αn−1](s−1)). Тому домо-
вимось використовувати лише одне iз зображень, а саме те, що мiстить перiод (0), за виклю-
ченням деяких випадкiв.

Розглянемо приклади функцiй, породжених сталими послiдовностями (φn).
Якщо φn(u, v) = v, то f1 ≡ fa(x) = x; якщо φn(u, v) = u, то f2 ≡ fa(x) = a; якщо a = ∆Qs

(0),

φn(u, v) = s− 1− u, то f3 ≡ fa(x = ∆Qs
α1α2...αn...) = ∆Qs

|s−1−α1||s−1−α2|...|s−1−αn|... – iнверсор цифр
Qs-зображення чисел. Функцiї φn функцiй f1 i f2 є двоїстими, тому множини значень, мно-
жин рiвнiв, їхнi графiки мають деякi властивостi “симетрiї”, але диференцiальнi властивостi
функцiй f1 i f2 принципово рiзнi. Окрема увага подiбним класам функцiй присвячена в робо-
тах [6, 7]. Якщо φn(u, v) = |u − v| для будь-якого n ∈ N , то ми отримаємо клас функцiй, що
вивчався в роботi [4].

2 Властивостi функцiй fa

Теорема 1. Для будь-якої послiдовностi функцiй (φn) i будь-якого значення параметра a

функцiя fa є неперервною по всiй множинi Qs-унарних чисел, i неперервною по всiй областi
визначення тодi i лише тодi, коли для будь-якого n ∈ N , i ∈ As виконується одна з рiвностей

φn(an, i) = φn(an, s− 1− i) або φn(an, i) = s− 1− φn(an, s− 1− i). (4)

Доведення. Нехай x0 = ∆Qs
α1α2...αn... – довiльна Qs-унарна точка i fa(x0) = ∆Qs

b1b2...bn...
, де bn =

φn(an, αn). Розглянемо точку x ̸= x0, тодi iснує такий номер n, що αn(x) ̸= αn(x0), але αj(x) =

αj(x0) для усiх j < n. Умова n → ∞ рiвносильна x → x0. Для обґрунтування неперервностi
функцiї fa в точцi x0 покажемо, що

lim
x→x0

|fa(x)− fa(x0)| = 0.

Оскiльки

lim
x→x0

|fa(x)− fa(x0)| = lim
n→∞

|∆Qs

b1b2...bn−1b′n...
−∆Qs

b1b2...bn−1bn...
| =

= lim
n→∞

(
n−1∏
i=1

qbi

)
|∆Qs

b′nb
′
n+1...

−∆Qs

bnbn+1...
| ≤ lim

n→∞

n−1∏
i=1

qbi · 1 = 0,

то lim
x→x0

fa(x) = fa(x0), а отже, функцiя fa неперервна по множинi Qs-унарних чисел.
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Нехай x0 = ∆Qs

α1α2...αn−1αn(0)
= ∆Qs

α1α2...αn−1[αn−1](s−1) – Qs-бiнарне число.
Доведення необхiдної i достатньої умови другої частини теореми проведемо окремо.
Необхiднiсть. Якщо функцiя fa неперервна в точцi x0, тобто lim

x→x0

fa(x) = fa(x0), то вона

неперервна злiва i справа в цiй точцi. Розглянемо послiдовнiсть (xk), де

xk = ∆Qs

α1...αn−1αn [s−1]...[s−1]︸ ︷︷ ︸
k

(0).

Очевидно, що xk → x0 − 0, коли k → ∞. Тодi

lim
k→∞

fa(xk) = fa(x0) = fa(∆
Qs

α1α2...αn−1αn(s−1)).

Тепер розглянемо послiдовнiсть (x′k), де

x′k = ∆Qs

α1...αn−1[αn−1]0...0︸︷︷︸
k

[s−1](0)
.

Очевидно, що x′k → x0 + 0, коли k → ∞. Тодi

lim
k→∞

fa(x
′
k) = fa(x0) = fa(∆

Qs

α1α2...αn−1[αn−1](0)).

Отже, мають мiсце рiвностi:

fa(∆
Qs

α1α2...αn−1αn(s−1)) = fa(∆
Qs

α1α2...αn−1[αn−1](0)) ∀n ∈ N,

тобто ∀n ∈ N, i ∈ N

∆Qs

φ1(a1,α1)...φn(an,αn)(φn+i(an+i,s−1)) = ∆Qs

φ1(a1,α1)...φ(an,[αn−1])(φn+i(an+i,0))
.

В силу довiльностi n i αn дана рiвнiсть виконується лише умови виконання для будь-якого
n ∈ N однiєї з рiвностей (4) (тобто вiдповiднi цифри образу Qs-бiнарних точок збiгаються або
переходять у “протилежнi” в межах алфавiту).

Достатнiсть. Якщо виконується для будь-якого n ∈ N одна з рiвностей умови (4), тодi
очевидно, що

fa(∆
Qs

α1α2...αn−1αn(s−1)) = fa(∆
Qs

α1α2...αn−1[αn−1](0)).

Розглянемо число x < x0, близьке до x0, тобто

x = ∆Qs

α1...αn s− 1...s− 1︸ ︷︷ ︸
k

αk+n+1...
→ x0 = ∆Qs

α1α2...αn−1αn(s−1), k → ∞.

Тодi

lim
x→x0

|fa(x)− fa(x0)| = lim
n→∞

n∏
i=1

qαi |fa(∆
Qs

s− 1...s− 1︸ ︷︷ ︸
k

αk+n+1...
)− fa(∆

Qs

(s−1))| = 0.

Аналогiчними мiркування можна показати, що правостороння границя iснує i збiгається з
f(x0). Теорему доведено.

Зауваження 1. Рiвностi (4) можуть виконуватись як за рахунок функцiй φn, так i за рахунок
цифр параметра an. Наприклад, функцiя φn(u, v) = |u− v| для довiльних пар (u, v) ∈ As ×As

не задовольняє рiвностi (4), але якщо an = s − 1 для будь-якого n ∈ N , в цьому випадку fa
буде неперервна.
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Наслiдок 1. Для будь-якого значення параметра a з одиничного вiдрiзка iснує послiдовнiсть
функцiї (φn) така, що fa неперервна функцiя.

Зауваження 2. Неперервнi функцiї fa утворюють континуальну множину, зокрема для будь-
якого c ∈ [0; 1] iснують такий параметр a i послiдовнiсть функцiй (φn), що fa(x) = c = const.

Наслiдок 2. Кожна неперервна функцiя fa є монотонною (лiнiйною або сингулярною) фун-
кцiї.

Дослiдимо властивостi множин рiвнiв. Нагадаємо, що множиною рiвня y0 ∈ Dfa називає-
ться множина всiх його прообразiв, тобто множина виду:

f−1
a (y0) = {x : fa(x) = y0}.

Теорема 2. Нехай не iснує такого номера m, що φm+i(u, v) = const для будь-якого i ∈ N .
Якщо для нескiнченної кiлькостi n мають мiсце нерiвностi

φn(an, i) ̸= φn(an, s− 1− i) i φn(an, i) ̸= s− 1− φn(an, s− 1− i), (5)

то функцiя fa має як скiнченнi, так i континуальнi множини рiвнiв; якщо нерiвностi (5) вико-
нуються лише для скiнченної кiлькостi n, то функцiя fa має лише скiнченнi рiвнi.

Доведення. Нехай умови (5) виконуються на скiнченнiй кiлькостi мiсць n1, n2, ..., nk, причому
nk – порядковий номер функцiї φ, для якої мають мiсце умови (5), тодi функцiя fa згiдно з
попередньою теоремою є неперервною на кожному цилiндрi (nk + 1)-ого рангу. Оскiльки не
iснує такого номера m, що φm+i(u, v) = const для будь-якого i ∈ N , то на кожному цилiндрiв
(nk + 1)-го рангу функцiя є монотонно спадною або зростаючою. Тому в такому випадку
функцiя fa має лише скiнченнi рiвнi.

Якщо умови (5) виконуються для нескiнченної кiлькостi n, то встановивши бiєкцiю мiж
двiйковим зображенням числа з одиничного вiдрiзка i фактом виконання або не виконання
умов (5), отримаємо континуальну множину точок розриву функцiї fa. А тому множини рiвнiв
функцiї fa можуть бути як континуальнi, так i скiнченнi.

Зауваження 3. Якщо iснує такий номер m, що φm+i(u, v) = const для будь-якого i ∈ N , то
очевидно, що усi множини рiвнiв є або порожнi множини або континуальнi.

3 Деякi частковi випадки

Зауваження 4. Якщо s = 2, φn(u, v) = 1− v для n ∈ N , то функцiя fa(x) є iнверсором цифр
Q2-зображення чисел:

fa(x = ∆Q2
α1α2...αn...) = I(x) = ∆Q2

[1−α1][1−α2]...[1−αn]...
,

яка, як вiдомо [11], є строго спадною сингулярною функцiєю (неперервною, вiдмiнною вiд
константи, похiдна якої рiвна нулю майже скрiзь у розумiннi мiри Лебега).

Лема 1. Нехай s = 2. Якщо, починаючи з деякого номера t, усi функцiї φt+n(u, v) = 1− v для
будь-якого n ∈ N , то функцiя fa(x) є кусково-сингулярною, а саме сингулярною на кожному
цилiндрi рангу t.
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Доведення. Легко показати, що незалежно вiд набору (a1, ..., at) i функцiй φ1, ..., φt функцiя
fa буде неперервною на кожному цилiндрi рангу t, оскiльки

fa(∆
Q2
α1α2...αn...) = βφ1(a1,α1) +

t∑
i=2

βφi(ai,αi)

i−1∏
j=1

qφj(aj ,αj) +

t∏
i=1

qφi(ai,αi)I(∆
Q2
αt+1αt+2...).

Зауваження 5. За виконаннi умов теореми графiк функцiї на цилiндрi ∆Q2
α1...αt афiнно-еквiвалетний

графiку iнверсора цифр, тобто графiк iнверсора переходить в графiк функцiї fa на цилiндрi
∆Q2

α1...αt пiд дiєю афiнного перетворення:x′ =
t∏

i=1
qαix+∆Q2

α1...αt(0)
,

y = (fa(∆
Q2

α1...αt(0)
)− fa(∆

Q2

α1...αt(1)
))y + 1− fa(∆

Q2

α1...αt(1)
).

(6)

Теорема 3. Нехай s = 2 i φk(u, v) = |u− v| ∀k ∈ N . Якщо починаючи з деякого номера t ∈ N ,
усi цифри at+n = 1, n ∈ N , тобто a = ∆Q2

a1a2...at(1)
, то має мiсце рiвнiсть:

1∫
0

fa(x)dx =
∑

(α1,...,αt)∈At
2

[
qα1 ...qαt

(
fa(∆

Q2

α1...αt(0)
) + 1− 2q20 + q21

1− 2q0q1
fa(∆

Q2

a1...at(1)
)

)]
. (7)

Доведення. Згiдно з адитивної властивостi iнтеграла запишемо рiвнiсть

1∫
0

fa(x)dx =
∑

(a1,...,at)∈At
2

∫
∆

Q2
a1...at

fa(x)dx,

тодi враховуючи афiннi перетворення (6) маємо:

∫
∆

Q2
a1...at

fa(x)dx = qα1 ...qαt(fa(∆
Q2

a1...at(0)
)− fa(∆

Q2

a1...at(1)
))

1∫
0

I(x)dx+ qα1 ...qαt(1− fa(∆
Q2

a1...at(1)
)).

Як вiдомо, [11]
1∫

0

I(x)dx =
q20

1− 2q0q1
.

Тодi ∫
∆

Q2
a1...at

fa(x)dx = qα1 ...qαt

[
(fa(∆

Q2

a1...at(0)
− fa(∆

Q2

a1...at(1)
))

q20
1− 2q0q1

+ 1− fa(∆
Q2

a1...at(1)
)

]
.

В результатi спрощення отримаємо вираз (7).

Теорема 4. Нехай s = 2 i φn(u, v) = uv ∀n ∈ N , тодi

1) якщо в Q2-зображеннi параметра a скiнченна кiлькiсть одиниць, то множина значень
функцiї fa є скiнченною;

2) якщо кiлькiсть нулiв серед цифр Q2-зображення числа a скiнченна, то множина значень
функцiї fa є об’єднанням вiдрiзкiв;
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3) в рештi випадкiв множиною значень функцiї fa(x) є множиною канторiвського типу
(нiде не щiльна множина нульової мiри Лебега) з дробовою фрактальною розмiрнiстю
Гаусдорфа-Безиковича.

Доведення. Нехай Q2-зображення числа a має вигляд a = ∆Q2
a1a2...an... i

y = fa(x = ∆Q2
α1α2...αn...) = ∆Q2

β1β2...βn...
.

1) Нехай серед цифр an лише скiнченна кiлькiсть 1, тобто an1 = an2 = ... = ank
= 1. Тодi

βni = φni(1, αni) = αni , i ∈ {1, 2, ..., k}, а βn = 0 для усiх решта n ∈ N \ {n1, n2, ..., nk}. Тодi
очевидно, що множиною значень функцiї fa є множина точок виду

∆Q2

0...0αn10...0αn20...0αnk
(0) або ∆Q2

αn10...0αn20...0αnk
(0).

Оскiльки номерiв ni скiнченна кiлькiсть, то вiдповiдно i множина значень є скiнченною.
2) Нехай серед цифр an лише скiнченна кiлькiсть 0, тобто an1 = an2 = ... = ank

= 0. Тодi
згiдно з попереднiми мiркуваннями множиною значень функцiї fa буде множина точок виду
∆Q2

α1...αn1−10αn1+1...αn2−10αn2+1...αnk−10αnk+1...
. Оскiльки мiсць номерiв фiксованих цифр скiнченна,

то множина значень є об’єднанням вiдрiзкiв.
3) Нехай серед цифр an є нескiнченна кiлькiсть нулiв та одиниць, тобто серед цифр βn

нескiнченна кiлькiсть одиниць, тодi множиною значень функцiї є множина

C[Q2, V ] = {x : x = ∆Q2

β1β2...βn...
, βn = 1, n ∈ V ⊂ N},

де V – множина мiсць для яких βn = 1. Як вiдомо [11], дана множина є досконалою множиною
нульової мiри Лебега з дробовою розмiрнiстю Гаусдорфа-Безиковича.
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In the paper we consider a continuum class functions defined by terms of the Qs-representation
of real numbers on the segment [0; 1], which generalizes the classical s-adic representation. The
dependence of the n-th digit of the Qs-representation of the function value is specified by a
finite function φn(an, αn) of two variables, whose arguments are the corresponding Qs-digits
αn(x) and an(a) of the input x and the parameter a, respectively.

We prove continuity of each function in this class at every Qs-unary number, i.e., at points
possessing a unique Qs-representation. Necessary and sufficient conditions for continuity on
the entire domain are established. Conditions involving the digits of the parameter a and the
sequence of defining functions (φn), under which the function fa admits finite or continuum
cardinality level sets are obtained.

For particular cases (s = 2), we study integral and differential properties, as well as the
fractal properties of the sets of values. Using the self-similarity properties of the function graph
and the established connection between the functions under consideration and the inversor of
digits of the Q2-representation of numbers, we compute the Lebesgue integral of these functions.
Furthermore, we identify a subclass of functions that are piecewise singular or singular on
intervals; that is, continuous non-constant functions whose derivative is zero almost everywhere
in the sense of Lebesgue measure.


