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ПРО МЕРОМОРФНI РОЗВ’ЯЗКИ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ З
ЗАДАНИМИ ПОЛЮСАМИ

Для заданої послiдовностi комплексних чисел Λ побудовано рiвняння f (n) + Afm = 0,
m, n ∈ N (f ′′ + Af = 0), де A – цiла (мероморфна в C) функцiя, якi мають мероморфнi
розв’язки з полюсами в точках Λ. Отриманий результат для рiвняння f ′′+Af = 0 узагальнено
для випадку двох послiдовностей.

For a given sequence of complex numbers Λ the equations f (n)+Afm = 0, m, n ∈ N (f ′′+
Af = 0) were constructed, where A is an entire (meromorphic in C) function. This equations
have meromorphic solutions with poles at the points of Λ. The result obtained for the equation
f ′′ +Af = 0 is generalized for the case of two sequences.

Ми дослiджуємо мероморфнi розв’язки
диференцiальних рiвнянь вигляду

f (n) + Afm = 0, m, n ∈ N, (1)

i зокрема
f ′′ + Af = 0, (2)

за умови, що послiдовнiстю їх полюсiв є по-
слiдовнiсть Λ комплексних чисел λk кратно-
стi pk ∈ N без точок скупчення в C, тоб-
то вiдображення N → C × N, де кожному
натуральному числу k ставиться у вiдповiд-
нiсть (λk, pk). Отриманi результати для рiв-
няння (2) поширено на випадок двох послi-
довностей Λ i M, якi можуть бути послiдов-
ностями нулiв i полюсiв, де M – послiдов-
нiсть комплексних чисел µk кратностi qk ∈ N
без точок скупчення в C, тобто вiдображе-
ння N → C × N, де кожному натуральному
числу k ставиться у вiдповiднiсть (µk, qk).

Чи не вперше питання, за яких умов за-
дана послiдовнiсть Λ, де pk = 1 може бути
послiдовнiстю нулiв цiлого розв’язку рiвня-
ння (2), де A – цiла функцiя, розглядалось у
працях [1] i [2]. Цi результати були узагаль-
ненi у працях [1], [3] на випадок двох послi-
довностей Λ i M з попарно-рiзними елемен-
тами за умови pk = qk = 1, якi можуть бути
послiдовностями нулiв двох лiнiйно незале-
жних розв’язкiв рiвняння (2), де A – цiла
функцiя. Огляд цих результатiв можна зна-
йти в [4].

Властивостi нулiв функцiй f1f2 i (f1/f2)′
та полюсiв функцiй f1f2 i f1/f2, де {f1, f2} –
фундаментальна система розв’язкiв рiвнян-
ня (2), в якому коефiцiєнт A – мероморфна
функцiя, дослiджувались у [5].

Зазначимо, що розв’язки рiвняння (1) мо-
жуть мати рухомi особливi точки, що значно
ускладнює їхнє дослiдження. У данiй роботi
аналогiчно, як у працях [6], [7], де розгляда-
ються iєрархiї рiвнянь Пенлеве, будемо роз-
глядати iєрархiї рiвнянь (1), якi утворенi з
рiвнянь, що для фiксованої послiдовностi Λ
мають мероморфнi розв’язки без нулiв з по-
люсами у цих точках, такi, що функцiя A є
цiлою.

Для доведення основних результатiв нам
знадобиться лема.

Лема. Нехай функцiя f має полюс в то-
чцi λ кратностi p. Тодi (f (k))m має полюс в
точцi λ кратностi (p+ k)m.

Доведення. Покажемо спочатку мето-
дом математичної iндукцiї, що, якщо для
всiх k ∈ N функцiя f має полюс кратностi
p в точцi z = λ, то f (k) має полюс кратностi
(p+ k) в точцi z = λ.

За теоремою [8, c. 117-118] в околi полюса
p-го порядку f(z) = (z − λ)−pΨ(z), де Ψ –
аналiтична функцiя в деякому околi точки
λ, така що Ψ(λ) ̸= 0.

Покажемо, що твердження виконується
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при k = 1. Справдi

f ′(z) =
Ψ′(z)(z − λ)− pΨ(z)

(z − λ)p+1
.

Функцiя Ψ1(z) = Ψ′(z)(z − λ)− pΨ(z) є ана-
лiтичною в деякому околi точки λ, для якої
Ψ1(λ) = −pΨ(λ) ̸= 0. Отже, точка λ для
функцiї f ′ є полюсом кратностi (p+ 1).

Припустимо, що твердження виконується
при n = k − 1, тобто функцiя g = f (k−1) має
полюс кратностi (p+k−1). Тодi, за теоремою
[8, c. 117-118],

g(z) =
Ψk−1(z)

(z − λ)p+k−1
, g′(z) =

Ψk(z)

(z − λ)p+k
,

де Ψk(z) = Ψ′
k−1(z)(z−λ)−(p+k−1)Ψk−1(z)

– аналiтична функцiя в деякому околi точки
λ така, що Ψk(λ) = −(p+ k− 1)Ψk−1(λ) ̸= 0.
Отже, функцiя g′ = f (k) має полюс в точцi
z = λ кратностi (p + k). Таким чином, ми
одержали, що

(f (k)(z))m =
Ψm

k (z)

(z − λ)(p+k)m
,

тобто (f (k))m має полюс в точцi z = λ кра-
тностi (p+ k)m.

Дослiджуючи мероморфнi розв’язки рiв-
няння (2), можна отримати наступний ре-
зультат.

Теорема 1. Для довiльної послiдовностi
Λ iснує мероморфна функцiя A з полюсами
в точках λk кратностi 2, така, що рiвня-
ння (2) має принаймнi один мероморфний
розв’язок f без нулiв з полюсами в точках
λk кратностi pk.

Доведення. Для заданої послiдовностi
Λ за теоремою Вейєрштрасса iснує цiла фун-
кцiя F з нулями в точках λk кратностi pk i
лише в них. Тодi функцiя f = 1/F має по-
люси в точках λk кратностi pk i не має нулiв.
За лемою функцiя f ′′ має полюси в точках
λk кратностi (pk+2). Крiм цього, якщо f за-
довольняє рiвняння (2), то A = −f ′′/f. От-
же, коефiцiєнт A є мероморфною функцiєю
з полюсами в точках λk кратностi 2.

Прямим узагальненням рiвняння (2) є
рiвняння (1), для якого виконується насту-
пне твердження.

Теорема 2. Для того, щоб iснувала цiла
функцiя A, така, що рiвняння (1) має ме-
роморфний розв’язок без нулiв з полюсами
Λ необхiдно i досить, щоб

m > 1, n ≤ pk(m− 1), k ∈ N. (3)

Доведення. Нехай iснує цiла функцiя
A, така, що рiвняння (1) має мероморфний
розв’язок f без нулiв з полюсами в точках
λk кратностi pk. Тодi, згiдно з лемою, f (n)

має полюс (pk + n)-ої кратностi, fm має
полюс кратностi mpk в точцi λk. Оскiль-
ки A = −f (n)/fm i функцiя A є цiлою, то
pk +n−mpk ≤ 0. Тому 1+n/pk ≤ m i, отже,
виконується (3).

Нехай тепер виконується (3) i рiвняння
(1) має мероморфний розв’язок без нулiв. За
теоремою Вейєрштрасса iснує цiла функцiя
F з нулями в точках λk кратностi pk i ли-
ше в них. Тодi функцiя f = 1/F має полюси
в точках λk кратностi pk i не має нулiв. За
лемою, f (n) має полюс кратностi (pk + n), а
fm має полюс кратностi mpk в точцi λk. По-
кладемо A = −f (n)/fm. Тодi функцiя A є
цiлою, оскiльки пара нерiвностей (3) рiвно-
сильна нерiвностi pk + n−mpk ≤ 0.

Зауваження 1. Зазначена вище умова
n ≤ pk(m − 1), k ∈ N рiвносильна умовi
n ≤ p(m− 1), де p = max

k∈N
pk.

Зауваження 2. Мероморфнi розв’язки
рiвняння f (n) − fm = 0, де m не обов’язково
натуральне число, дослiджувались у працi
[9].

Приклад 1. Розглянемо послiдовнiсть
Λ = (πk, 1). Тодi функцiя f(z) = sin−1 z є
мероморфним розв’язком рiвняння

f ′′′ + (5 sin2 z cos z + sin2 z cos3 z)f 6 = 0,

де коефiцiєнт A є цiлою функцiєю.
Теорема 3. Для довiльних послiдовно-

стей Λ i M, де pn = 1 i λn ̸= µk для всiх
n, k ∈ N iснує мероморфна функцiя A з по-
люсами в точках µk кратностi 2 i прости-
ми полюсами або точками голоморфностi
λk, така, що рiвняння (2) має мероморфний
розв’язок f з простими нулями в точках λk

i полюсами в точках µk кратностi qk.
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Доведення. За теоремою Вейєрштрас-
са iснує цiла функцiя g з нулями в точках
µk кратностi qk i лише в них та iснує цiла
функцiя h з простими нулями в точках λk

i лише в них. Нехай f = h/g. Згiдно з ле-
мою f ′′ має полюси в точках µk кратностi
(qk + 2). Тодi з рiвностi A = −f ′′/f випли-
ває, що функцiя A має полюси в точках µk

кратностi 2. Оскiльки f(z) = (z−λk)φ(z), де
φ(z) – аналiтична функцiя в деякому околi
точки λk, така що φ(λk) ̸= 0, то з рiвностi

f ′′(z)

f(z)
=

2φ′(z)

(z − λk)φ(z)
+

φ′′(z)

φ(z)

маємо, що точки λk є простими полюсами
або точками голоморфностi функцiї A.

Наведемо деякi приклади, щоб показати,
що обидва випадки (λk є полюсами або то-
чками голоморфностi функцiї A) реалiзую-
ться.

Приклад 2. Розглянемо послiдовностi
Λ = (1/2 + k, 1) i M = (k, 1), k ∈ Z. Тодi
функцiя f(z) = cot πz є розв’язком рiвнян-
ня (2), де A(z) = −2π2 csc2 πz – мероморфна
функцiя з полюсами в точках µk = k кра-
тностi 2, для якої λk = 1/2 + k є точками
голоморфностi.

Приклад 3. Розглянемо послiдовностi
Λ = ((1/2 + k)2, 1) i M = (k, 1), k ∈ Z. Тодi
функцiя f(z) = cos π

√
z/ sinπz є розв’язком

рiвняння (2), де

A(z) =
π2

4z
− π

4z
√
z
tanπ

√
z−

− π2

√
z
cot πz tanπ

√
z − 2π2 cot2 πz − π2

– мероморфна функцiя з полюсами в точках
µk = k кратностi 2 i простими полюсами в
точках λk = (1/2 + k)2.

Приклад 4. Розглянемо послiдовностi
Λ = (1/2+k, 1) i M = (k, 1), k ∈ Z. Тодi фун-
кцiя f(z) = ez cotπz є розв’язком рiвняння
(2), де A(z) = −1− 2π2 csc2 πz + 4π csc 2πz –
мероморфна функцiя з полюсами в точках
µk = k кратностi 2 i простими полюсами в
точках λk = 1/2 + k.
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