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ПРО ПОБУДОВУ АСИМПТОТИЧНОГО РОЗВ’ЯЗКУ ЛIНIЙНОЇ
СИНГУЛЯРНО ЗБУРЕНОЇ ЗАДАЧI ОПТИМАЛЬНОГО КЕРУВАННЯ З

ВИРОДЖЕННЯМ В КРИТЕРIЇ ЯКОСТI

Отримано результати, якi стосуються побудови асимптотики розв’язку задачi оптималь-
ного керування процесом, який описується лiнiйною сингулярно збуреною системою диферен-
цiальних рiвнянь з вироджуваною матрицею при похiдних, у випадку простих елементарних
дiльникiв граничної в’язки матриць. Дослiджується випадок виродженостi головної матрицi
критерiя якостi. Задача зводиться до розгляду двоточкової крайової задачi, яка одержується
пiсля застосування принципу максимуму Понтрягiна. У ходi дослiдження використано вiдо-
мi результати асимптотичного аналiзу загального розв’язку лiнiйних сингулярно збурених
систем диференцiальних рiвнянь з виродженнями.

We obtain some results concerning the investigation of built an asymptotic solution of optimal
control problem which is describing by a linear singularly perturbed system of differential equati-
ons with degenerate matrix of derivatives, in the case of simple elementary divisors. The case of
degenerations of main matrix of criterion quality is suggested. The problem is taken to considerati-
on of boundary-value problems, which turns out after the application of Pontryagin’s maximum
principle. For this purpose, it was used results of asymptotic analysis of the general solution for a
linear singularly perturbed system of differential equations with degenerations.

У роботi вивчається задача про знахо-
дження керування u(t, ε), пiд дiєю якого си-
стема диференцiальних рiвнянь

εhB(t, ε)
dx

dt
= A(t, ε)x + C(t, ε)u, (1)

переходить iз стану

x(0, ε) = x1(ε) (2)

в стан
x(T, ε) = x2(ε) (3)

за фiксований промiжок часу T , мiнiмiзую-
чи квадратичний функцiонал

J =
1

2εh

T∫

0

(D(t, ε)u, u) dt → min
u

, (4)

де x(t, ε), u(t, ε) — шуканi n-вимiрний ве-
ктор стану та m-вимiрний вектор керування
вiдповiдно, A(t, ε), B(t, ε) — дiйснi квадра-
тнi матрицi n-го порядку, C(t, ε) — (n×m)-
матриця з дiйсними елементами, D(t, ε) —
симетрична матриця m-го порядку, ε ∈
(0, ε0] — малий параметр: ε0 ¿ 1; h ∈ N ,
t ∈ [0; T ].

Будемо вважати, що виконуються насту-
пнi умови:

1◦ Матрицi A(t, ε), B(t, ε), C(t, ε) i D(t, ε)
допускають на вiдрiзку [0; T ] рiвномiрнi
асимптотичнi розвинення за степенями ма-
лого параметра:

A(t, ε) ∼
∑

k≥0

εkAk(t), B(t, ε) ∼
∑

k≥0

εkBk(t),

C(t, ε) ∼
∑

k≥0

εkCk(t), D(t, ε) ∼
∑

k≥0

εkDk(t).

(5)
2◦ Коефiцiєнти Ak(t), Bk(t), Ck(t), Dk(t),

k = 0, 1, . . ., розвинень (5) нескiнченно ди-
ференцiйовнi на [0; T ].

3◦ Вектори початкового i кiнцевого станiв
зображуються у виглядi розвинень

x1(ε) ∼
∑

k≥0

εkx
(1)
k , x2(ε) ∼

∑

k≥0

εkx
(2)
k . (6)

4◦ detB0(t) ≡ 0, ∀t ∈ [0; T ].
5◦ Гранична в’язка матриць

A0(t)− λB0(t) (7)
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на вiдрiзку [0; T ] має n− 1 простих скiнчен-
них елементарних дiльникiв λ − λi(t), i =
1, n, i один — нескiнченний.

6◦ Reλi(t) < 0, ∀t ∈ [0; T ].
7◦ λi(t) + λ̄j(t) 6= 0, ∀t ∈ [0; T ], i, j =

1, n− 1.

8◦
(
B1(t)ϕ̃(t), ψ̃(t)

)
< 0, ∀t ∈ [0; T ], де

ϕ̃(t) — власний вектор матрицi B0(t), що
вiдповiдає її нульовому власному значенню,
ψ̃(t) — вiдповiдний власний вектор спряже-
ної матрицi B∗

0(t).
9◦ Матриця D(t, ε) додатно визначена на

[0; T ], причому detD0(t) ≡ 0, rankD0(t) = r,
∀t ∈ [0; T ].

10◦ det (Q∗(t)D1(t)Q(t)) 6= 0, ∀t ∈ [0; T ],
де Q(t) = [q1(t), . . . , qm−r(t)], qi(t), i =
1,m− r, — базиснi вектори нуль-простору
матрицi D0(t).

11◦ det (Q∗(t)D1(t)Q(t)) 6= 0, ∀t ∈ [0; T ].
12◦ Область допустимих значень для ке-

рування u(t, ε) збiгається з усiм заданим m–
вимiрним простором.

Аналогiчна задача за умови вироджува-
ностi критерiя якостi розглядалась у [1], але
у бiльш простому випадку, коли матриця
при похiдних у системi рiвнянь (1) одини-
чна.

Наявнiсть при похiдних у системi рiвнянь
(1) матрицi B(t, ε), яка вироджується при
ε = 0, а також виродженiсть матрицi D(t, ε)
в критерiї якостi вносить суттєвi труднощi в
розв’язання даної задачi, якi вдається подо-
лати, використовуючи результати асимпто-
тичного аналiзу загального розв’язку сингу-
лярно збурених систем з виродженнями да-
ного типу, здiйсненого в роботах [2], [3].

За даних умов будемо шукати керуван-
ня u(t, ε) та вiдповiдну траєкторiю x(t, ε) у
виглядi розвинень за степенями малого па-
раметра.

Незважаючи на виродженiсть матрицi
B(t, 0) = B0(t), як показано в [2] за вико-
нання умови 8◦ матриця B(t, ε) неособлива
при досить малих ε > 0. Тому до задачi (1),
(4) можна застосувати принцип максимуму
Л.С. Понтрягiна [4].

Побудуємо функцiю Гамiльтона

H(t, x, p, u) = ε−h(A(t, ε)x, p)+

+ε−h((t, ε)u, p)− 1

2εh
(D(t, ε)u, u),

де p — n-вимiрний вектор спряжених змiн-
них.

Для мiнiмiзацiї критерiя (4) необхiдно,
щоб

graduH = ε−hC∗(t, ε)p− ε−hD(t, ε)u = 0,

d

dt
(B∗(t, ε)p) = −gradxH = −ε−hA∗(t, ε)p.

Одержимо систему рiвнянь

εhB(t, ε)
dx

dt
= A(t, ε)x + C(t, ε)u,

εhB∗(t, ε)
dp

dt
= −

(
A∗(t, ε)+

+εh (B∗(t, ε))′
)
p,

0 = C∗(t, ε)p−D(t, ε)u.

(8)

Увiвши (2n + m)-вимiрний вектор

y(t, ε) = col(x(t, ε), p(t, ε), u(t, ε)), (9)

спiввiдношення (8) запишемо у виглядi

εhB̃(t, ε)ẏ = Ã(t, ε)y, (10)

де матрицi Ã(t, ε), B̃(t, ε) зображуються у
виглядi асимптотичних розвинень

Ã(t, ε) ∼
∞∑

k=0

εkÃk(t), B̃(t, ε) ∼
∞∑

k=0

εkB̃k(t),

(11)
в яких

Ãk(t) =

=




Ak(t) 0 Ck(t)
0 −A∗

k(t)− (B∗
k−h(t))

′ 0
0 C∗

k(t) −Dk(t)


 ,

B̃k(t) =




Bk(t) 0 0
0 B∗

k(t) 0
0 0 0


 ,

(k = 0, 1, 2, . . .), — блочнi матрицi, де сим-
волом 0 позначено нульовi блоки вiдповiд-
них розмiрiв. Крайовi умови (2), (3) подамо
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у виглядi:

My(0, ε) + Ny(T, ε) =

=

(
x1(ε)
x2(ε)

)
= y0(ε),

(12)

M =

(
E 0 0
0 0 0

)
, N =

(
0 0 0
E 0 0

)
.

Таким чином, задача оптимального керу-
вання (1)–(4) зводиться до двоточкової кра-
йової задачi (10), (12).

У даному випадку гранична в’язка
матриць Ã0(t) − λB̃(t) системи рiв-
нянь (10) буде сингулярною, оскiльки
det

(
Ã0(t)− λB̃0(t)

)
= (−1)n+mdet

(
A0(t)−

−λB0(t)
)
det

(
A∗

0(t) + λB∗
0(t)

)
detD0(t) ≡ 0,

∀t ∈ [0; T ], λ ∈ C. Але її регулярне
"ядро"мiстить 2(n − 1) простих скiнченних
елементарних дiльникiв λ − λi(t), λ + λ̄j(t),
i, j = 1, n− 1 та r + 2 — простих нескiнчен-
них. Крiм того, оскiльки

degdet
(
Ã(t, ε)− λB̃(t, ε)

)
= 2n = rankB̃(t, ε),

то система (10) задовольняє умову "ранг-
степiнь"[5]. Тому, як показано в [6], загаль-
ний розв’язок цiєї системи являє собою лi-
нiйну комбiнацiю її 2n лiнiйно незалежних
розв’язкiв. Згiдно з [2] 2n− 2 розв’язки вiд-
повiдають скiнченним елементарним дiль-
никам i два розв’язки — двом нескiнченним
елементарним дiльникам, породжених в’яз-
ками A0 − λB0 i A∗

0 + λB∗
0 .

Згiдно з [2] розв’язки, що вiдповiдають
першiй групi скiнченних елементарних дiль-
никiв λ− λi(t), i = 1, n− 1, будуються у ви-
глядi

y(t, ε) = vi(t, ε) exp


ε−h

t∫

0

λi(τ, ε)dτ


 ,

i = 1, n− 1, (13)

де vi(t, ε) — (2n + m)–вимiрнi вектори,
λi(t, ε) — скалярнi функцiї, якi зображують-
ся формальними розвиненнями за степеня-

ми ε:

vi(t, ε) =
∞∑

k=0

εkvki(t),

λi(t, ε) = λi(t) +
∞∑

k=1

εkλ
(i)
k (t).

(14)

Поклавши

vi(t, ε) = col
(
v

(1)
i (t, ε); v

(2)
i (t, ε); v

(3)
i (t, ε)

)

у вiдповiдностi зi структурою матриць
Ã(t, ε), B̃(t, ε),

v
(j)
i (t, ε) =

∞∑

k=0

εkv
(j)
ki (t), j = 1, 3, (15)

i пiдставивши (13) у систему (10), отримаємо
систему трьох векторних рiвнянь

A(t, ε)v
(1)
i (t, ε) + C(t, ε)v

(3)
i (t, ε) =

= λi(t, ε)B(t, ε)v
(1)
i (t, ε)+

+εhB(t, ε)
(
v

(1)
i (t, ε)

)′
;

(16)

[
A∗(t, ε) + λi(t, ε)B

∗(t, ε) + εh(B∗(t, ε))′+

+εhB∗ d

dt

]
v

(2)
i (t, ε) = 0; (17)

C∗(t, ε)v(2)
i (t, ε)−D(t, ε)v

(3)
i (t, ε) = 0. (18)

Оскiльки det (A∗
0(t) + λi(t)B

∗
0(t)) 6= 0, ∀t ∈

[0; T ], то друге рiвняння цiєї системи задо-
вольняє лише нульовий вектор. Тодi з тре-
тього рiвняння дiстанемо, що й v

(3)
i (t, ε) = 0.

Отже,

vi(t, ε) = col
(
v

(1)
i (t, ε); 0; 0

)
, (19)

де вектор v
(1)
i (t, ε) задовольняє рiвняння

A(t, ε)v
(1)
i (t, ε) = λi(t, ε)B(t, ε)v

(1)
i (t, ε)+

εh
(
B(t, ε)v

(1)
i (t, ε)

)′
,

що збiгається з рiвнянням, дослiдженим у
[2], з якого визначаються коефiцiєнти фор-
мальних розвинень для лiнiйно незалежних
розв’язкiв однорiдної системи, яка вiдпо-
вiдає (1). Тому коефiцiєнти розвинень (15)

216 Буковинський математичний журнал. 2014. – Т. 2, № 2–3.



для векторiв v
(1)
i (t, ε) i (14) — для функцiй

λi(t, ε) визначаються за наступними реку-
рентними формулами, виведеними в [2, c.
92]:

λ
(i)
k (t) = −

(
g

(1)
ki (t), ψi(t)

)
; (20)

v
(1)
0i (t) = ϕi(t),

v
(1)
ki (t) = Hi(t)b

(1)
ki (t), k = 1, 2, . . . ;

(21)

b
(1)
ki (t) = λ

(i)
k (t)B0(t)ϕi(t) + g

(1)
ki (t); (22)

g
(1)
ki (t) =

k−1∑
j=1

k−j∑
s=0

λ
(i)
j (t)Bsv

(1)
k−s−j,i+

+λi

k∑
s=1

Bsv
(1)
k−s,i −

k∑
s=1

As(t)v
(1)
k−s,i+

k−h∑
s=0

Bs

(
v

(1)
k−h−s,i

)′
, k = 1, 2, . . . , (23)

де ϕi(t), i = 1, n− 1, — власнi вектори в’язки
A0(t) − λB0(t), що вiдповiдають її власним
значенням λi(t), ψi(t), i = 1, n− 1, — вла-
снi вектори спряженої в’язки A∗

0(t)−λB∗
0(t),

Hi(t) — матриця, напiвобернена до матрицi
(A0(t)− λi(t)B0(t)).

Що ж стосується розв’язкiв, якi вiдпо-
вiдають елементарним дiльникам λ + λ̄j(t),
j = 1, n, то вони будуються у виглядi

ỹi(t, ε) = ṽi(t, ε) exp


−ε−h

T∫

t

λ̃i(τ, ε)dτ


 ,

i = 1, n, (24)

де вектори ṽi(t, ε) i функцiї λ̃i(t, ε) зображу-
ються формальними розвиненнями

ṽi(t, ε) =
∞∑

k=0

εkṽki(t), i = 1, n

λ̃i(t, ε) = −λ̄i(t) +
∞∑

k=1

εkλ̃
(i)
k (t).

(25)

У даному випадку процедура визначення
коефiцiєнтiв розвинень (25) дещо ускладню-
ється, що обумовлено особливiстю матрицi
D0(t).

Пiдставивши (24) у систему (10), вве-
демо позначення ṽi(t, ε) = col

(
ṽ

(1)
i (t, ε),

εṽ
(2)
i (t, ε), ṽ

(3)
i (t, ε)

)
, а вектори ṽ

(j)
i (t, ε), j =

1, 3, подамо у виглядi розвинень

ṽ
(j)
i (t, ε) =

∞∑

k=0

εkṽ
(j)
ki (t), j = 1, 3. (26)

Тодi отримаємо рiвняння

Ã(t, ε)ṽi(t, ε) =

= λ̃i(t, ε)B̃ṽi(t, ε) + εhB̃ṽ′i(t, ε),
(27)

яке запишеться у виглядi системи трьох ве-
кторних рiвнянь

A(t, ε)ṽ
(1)
i (t, ε) + C(t, ε)ṽ

(3)
i (t, ε) =

= λ̃i(t, ε)B(t, ε)ṽ
(1)
i (t, ε)+

+εhB(t, ε)
(
ṽ

(1)
i (t, ε)

)′
;

(28)

−A∗(t, ε)ṽ(2)
i (t, ε) = λ̃i(t, ε)B

∗(t, ε)ṽ(2)
i (t, ε)+

+εhB∗(t, ε)
(
ṽ

(2)
i (t, ε)

)′
+

+εh (B∗(t, ε))′ ṽ(2)
i (t, ε); (29)

C∗(t, ε)ṽ(2)
i (t, ε)−D(t, ε)ṽ

(3)
i (t, ε) = 0. (30)

Рiвняння (29) збiгається з рiвнянням,
з якого визначаються коефiцiєнти фор-
мальних розвинень для лiнiйно незалежних
розв’язкiв спряженої системи

εh d

dt
(B∗(t, ε)y) = −A∗(t, ε)y. (31)

Тому, провiвши мiркування аналогiчнi до
викладених у [2. c. 93], вектори ṽ

(2)
ki , k =

0, 1, . . ., i функцiї λ̃(i)
k , k = 1, 2, . . ., визначимо

за рекурентними формулами:

λ̃
(i)
k (t) = −λ̄

(i)
k (t), k = 1, 2, . . . ; (32)

ṽ
(2)
0i (t) = ψi(t),

ṽ
(2)
ki (t) = H∗

i (t)b̃
(2)
ki (t), k = 1, 2, . . . ;

(33)
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b̃
(2)
ki (t)=λ̃

(i)
k (t)B∗

0ψi+
k−1∑
j=1

k−j∑
j=0

λ̃
(i)
j B∗

s ṽ
(2)
k−j−s,i+

+λ̃i

k∑
s=1

B∗
s ṽ

(2)
k−s,i −

k∑
s=1

A∗
s(t)ṽ

(2)
k−s,i−

−
k−h∑
s=0

B∗
s

(
ṽ

(2)
k−s−h,i

)′
−

k−h∑
s=0

(B∗
s )
′ ṽ(2)

k−s−h,i;

(k = 1, 2, . . ., i = 1, n− 1).
Пiдставивши вiдповiднi розвинення (шу-

канi — для векторiв ṽ
(1)
i (t, ε), ṽ

(3)
i (t, ε) i зна-

йденi — для вектора ṽ
(2)
i (t, ε) та функцiй

λ̃i(t, ε)) у рiвняння (30), прирiвняємо в них
вирази при однакових степенях ε. Дiстанемо

D0(t)ṽ
(3)
0i = 0; (34)

D0(t)ṽ
(3)
ki = b̃

(3)
ki (t), k = 1, 2, . . . , (35)

де

b̃
(3)
ki (t) =

k−1∑
s=0

C∗
s (t)ṽ

(2)
k−s−1,i(t)−

k∑
s=1

Ds(t)ṽ
(3)
k−s,i(t),

k = 1, 2, . . . , (36)

звiдки
ṽ

(3)
0i = Q(t)α

(i)
0 (t); (37)

ṽ
(3)
ki = D−

0 (t)b̃
(3)
ki (t) + Q(t)α

(i)
k (t), k = 1, 2, . . . ,

(38)
де D−

0 (t) — напiвобернена матриця до ма-
трицi D0, α

(i)
k (t) = col

(
α

(1)
ki (t), . . . , α

(m−r)
ki (t)

)

— (m− r)-вимiрнi вектори, якi визначимо з
умови розв’язностi рiвнянь (35):

Q∗(t)b̃(3)
ki (t) = 0, k = 1, 2, . . . . (39)

Згiдно з (36), (37), (33) при k = 1 ця умова
набуває вигляду

Q∗D1Qα
(i)
0 −Q∗C∗

0ψi = 0,

звiдки

α
(i)
0 (t) = (Q∗D1Q)−1 Q∗C∗

0ψi (40)

i, отже,

ṽ
(3)
0i (t) = Q (Q∗D1Q)−1 Q∗C∗

0ψi. (41)

Поклавши в (39) k + 1 замiсть k i пiд-
ставивши в одержану рiвнiсть (37), (38), дi-
станемо необхiдну рекурентну формулу для
визначення векторiв α

(i)
k (t):

α
(i)
k = (Q∗D1Q)−1

[ k∑
s=0

Q∗C∗
s ṽ

(2)
k−s,i−

−
k+1∑
s=2

Q∗Dsṽ
(3)
k+1−s,i −Q∗D1D

−
0 b̃

(3)
ki

]
,

k = 1, 2, . . . . (42)

Аналогiчно з рiвняння (28) знайдемо

ṽ
(1)
0i (t) = −R−1

i C0ṽ
(3)
0i = −R−1

i C0D
−1
0 C∗

0ψi,

i = 1, n− 1; (43)

ṽ
(1)
ki (t) = R−1

i b̃
(1)
ki , k = 1, 2, . . . ; (44)

b̃
(1)
ki (t) = −λ̄i

k∑
s=1

Bsṽ
(1)
k−s,i−

−
k∑

j=1

k−j∑
s=0

λ̄
(i)
j Bsṽ

(1)
k−j−s,i −

k∑
s=1

Asṽ
(1)
k−s,i−

−
k∑

s=0

Csṽ
(3)
k−s,i +

k−h∑
s=0

Bs

(
ṽ

(1)
k−h−s,i

)′
,

k = 1, 2, . . . , (45)

де Ri(t) = A0(t) + λ̄i(t)B0(t), i = 1, n− 1.
Розв’язки, що вiдповiдають двом нескiн-

ченним елементарним дiльникам граничної
в’язки матриць, про якi йшла мова вище,
шукатимемо у виглядi

y1(t, ε) = w(t, ε) exp


ε−h

t∫

0

ξ−1(τ, ε)dτ


 ,

(46)

y2(t, ε) = w̃(t, ε) exp


−ε−h

T∫

t

ξ̃−1(τ, ε)dτ


 ,

(47)
де w(t, ε), w̃(t, ε) — (2n+m)-вимiрнi вектори,
ξ(t, ε), ξ̃(t, ε) — скалярнi функцiї, якi зобра-
жуються формальними розвиненнями

w(t, ε)=
∞∑

k=0

εkwk(t), ξ(t, ε)=
∞∑

k=1

εkξk(t); (48)
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w̃(t, ε)=
∞∑

k=0

εkw̃k(t), ξ̃(t, ε)=
∞∑

k=1

εkξ̃k(t). (49)

Перший розв’язок побудуємо, поклавши

w(t, ε) = col
(
w(1)(t, ε); 0; 0

)
, (50)

де w(1)(t, ε) — n-вимiрний вектор, який згi-
дно з (48) зображується у виглядi формаль-
ного ряду

w(1)(t, ε) =
∞∑

k=0

εkw
(1)
k (t). (51)

Пiдставивши (46), (50) у систему (10), отри-
маємо рiвняння,дослiджене в [2], до якого
зводиться побудова вiдповiдного розв’язку
однорiдної системи рiвнянь, що вiдповiдає
(1). Тому, коефiцiєнти розвинень (51), (48)
визначаються за рекурентними формулами,
отриманими в [2, c. 92]:

w
(1)
0 (t) = ϕ̃(t); (52)

ξ1(t) =
(
B1(t)ϕ̃(t), ψ̃(t)

)
; (53)

ξk(t) = −
(
d

(1)
k (t), ψ̃(t)

)
, k = 2, 3, . . . ; (54)

w
(1)
k (t) = G(t)a

(1)
k (t), k = 1, 2, . . . ; (55)

де

d
(1)
k (t) =

k−1∑
s=1

k−s∑
j=0

ξsAjw
(1)
k−s−j −

k∑
s=1

Bsw
(1)
k−s−

−
k−h∑
s=1

k−h−s∑
j=0

ξsBj

(
w

(1)
k−h−s−j

)′
; (56)

a
(1)
k (t) = ξkA0ϕ̃ + d

(1)
k (t), k = 1, 2, . . . , (57)

де G(t) = B−
0 (t).

При знаходженнi другого розв’язку по-
кладемо

w̃(t, ε) = col
(
w̃(1)(t, ε); εw̃(2)(t, ε); w̃(3)(t, ε)

)
,

(58)

w̃(j)(t, ε) =
∞∑

k=0

εkw̃
(j)
k (t), j = 1, 3. (59)

Пiдставивши (47), (58) у (10), дiстанемо

B(t, ε)w̃(1)(t, ε) = ξ̃(t, ε)A(t, ε)w̃(1)(t, ε)+

+ξ̃(t, ε)C(t, ε)w̃(3)(t, ε)−

−εhξ̃(t, ε)B(t, ε)
(
w̃(1)(t, ε)

)′
; (60)

B∗(t, ε)w̃(2)(t, ε) = −ξ̃(t, ε)A∗(t, ε)w̃(2)(t, ε)−
−εhξ̃(t, ε) (B∗(t, ε))′ w̃(2)(t, ε)−
−εhξ̃(t, ε)B∗(t, ε)

(
w̃(2)(t, ε)

)′
; (61)

D(t, ε)w̃(3)(t, ε) = εC∗(t, ε)w̃(2)(t, ε). (62)

Рiвняння (61) визначає розв’язок n-
вимiрної спряженої системи рiвнянь (31),
який вiдповiдає простому нескiнченному
елементарному дiльнику її граничної в’яз-
ки матриць. Тому аналогiчно до попереднiх
мiркувань коефiцiєнти розвинень (49) для
функцiї ξ̃(t, ε) i (59) — для вектора w̃(2)(t, ε)
визначимо за формулами

ξ̃k(t) = −ξ̄k(t), k = 1, 2, . . . ; (63)

w̃
(2)
0 (t) = ψ̃(t),

w̃
(2)
k (t) = G∗(t)ã(2)

k (t), k = 1, 2, . . . ;
(64)

ã
(2)
k (t) = ξ̃kA

∗
0ψ̃ +

k−1∑
s=1

k−s∑
j=0

ξ̃sA
∗
j w̃

(2)
k−s−j+

+
k−h∑
s=1

k−h−s∑
j=0

ξ̃s

(
B∗

j

)′
w̃

(2)
k−s−j−h+

+
k−h∑
s=1

k−h−s∑
j=0

ξ̃sB
∗
j

(
w̃

(2)
k−h−s−j

)′
−

k∑
j=1

B∗
j w̃

(2)
k−j,

k = 1, 2, . . . . (65)

Розв’язавши рiвняння (62) так само, як
i (30), отримаємо формули, аналогiчнi (37),
(38), (42), для знаходження коефiцiєнтiв
розвинення для вектора w̃(3)(t, ε):

w̃
(3)
0 (t) = Q (Q∗D1Q)−1 Q∗C∗

0 ψ̃; (66)

w̃
(3)
k = D−

0 (t)b̃
(3)
k (t) + Q(t)αk(t); (67)

b̃
(3)
k (t) =

k−1∑
s=0

C∗
s (t)w̃

(2)
k−s−1(t)−

k∑
s=1

Ds(t)w̃
(3)
k−s(t);

(68)

αk = (Q∗D1Q)−1
[ k∑

s=0

Q∗C∗
s w̃

(2)
k−s−

−
k+1∑
s=2

Q∗Dsw̃
(3)
k+1−s −Q∗D1D

−
0 b̃

(3)
k

]
,
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k = 1, 2, . . . . (69)

Нарештi, пiдставивши розвинення (59),
(49) у рiвняння (60) i прирiвнявши вирази
при однакових степенях параметра та взяв-
ши до уваги (63), матимемо таку систему
рiвнянь для визначення коефiцiєнтiв вiдпо-
вiдного розвинення для вектора w̃(1)(t, ε):

B0w̃
(1)
0 = 0; (70)

B0w̃
(1)
k = ã

(1)
k , k = 1, 2, . . . ; (71)

ã
(1)
k (t) = −

k∑
s=1

k−s∑
j=0

ξ̃sAjw̃
(1)
k−s−j−

−
k∑

s=1

k−s∑
j=0

ξ̃sCjw̃
(3)
k−s−j+

+
k−h∑
s=1

k−h−s∑
j=0

ξ̃sBj

(
w̃

(1)
k−s−j−h

)′
−

−
k∑

s=1

Bsw̃
(1)
k−s, k = 1, 2, . . . .

(72)

Ця система буде розв’язною тодi i тiльки
тодi, коли вектори ã

(1)
k (t) будуть ортогональ-

ними до вектора ψ̃(t):
(
ã

(1)
k (t), ψ̃(t)

)
= 0, k = 1, 2, . . . . (73)

За виконання цiєї умови вектори w̃
(1)
k (t) ви-

значатимемо за формулами

w̃
(1)
0 (t) = c0(t)ϕ̃(t); (74)

w̃
(1)
k (t) = G(t)ã

(1)
k (t) + ck(t)ϕ̃(t), k = 1, 2, . . . ,

(75)
де cs(t), s = 0, 1, . . ., — скалярнi множни-
ки, за рахунок яких i задовольняється умо-
ва (73). Згiдно з (72), (74), (66) при k = 1
умова (73) запишеться у виглядi

c0

[
ξ̃1(A0ϕ̃, ψ̃) + (B1ϕ̃, ψ̃)

]
+

+ξ̃1

(
C0D

−1
0 C∗

0 ψ̃, ψ̃
)

= 0.
(76)

Враховуючи (53) та умову 8◦, знайдемо

c0(t) = −1

2

(
C0D

−1
0 C∗

0 ψ̃, ψ̃
)

. (77)

Якщо всi cs(t) вже вiдомi при s < k, то
для знаходження ck(t) використаємо умову
(73) на (k+1)-у кроцi. Поклавши в (73), (72)
k + 1 замiсть k, отримаємо

ck(t) = −

(
d̃

(1)
k , ψ̃

)

2ξ1

, (78)

де

d̃
(1)
k (t) =

k+1∑
s=2

k−s+1∑
j=0

ξ̃sAjw̃
(1)
k+1−s−j+

+ξ̄1

k∑
j=1

Ajw̃
(1)
k−j +

k+1∑
s=1

k+1−s∑
j=0

ξ̃sCjw̃
(3)
k+1−s−j−

−
k+1−h∑

s=1

k+1−h−s∑
j=0

ξ̃sBj

(
w̃

(1)
k+1−s−j−h

)′
+

+
k+1∑
s=2

Bsw̃
(1)
k+1−s + ξ̄1A0Gã

(1)
k + B1Gã

(1)
k (79)

— вже вiдомий вектор згiдно з припущенням
iндукцiї.

Пiсля цього, враховуючи (66)–(69), з рiв-
няння (60) за формулами (72), (74), (75),
(78), (79) знайдемо коефiцiєнти w̃

(1)
k (t) вiд-

повiдного розвинення для вектора w̃(1)(t, ε).
Зокрема,

w̃
(1)
0 (t) = −1

2

(
C0Q(Q∗D1Q)−1Q∗C∗

0 ψ̃, ψ̃
)

ϕ̃.

(80)
Побудувавши 2n формальних розв’язкiв

системи (10), розв’язок крайової задачi (10),
(12) будемо шукати у виглядi їх лiнiйної
комбiнацiї

y(t, ε) =

n−1∑
i=1

vi(t, ε)c
(i)(ε) exp


ε−h

t∫

0

λi(τ, ε)dτ


 +

+w(t, ε)(n)(ε) exp


ε−h

t∫

0

ξ−1(τ, ε)dτ


 +

+
n−1∑
i=1

ṽi(t, ε)c̃
(i)(ε) exp


ε−h

T∫

t

λ̄i(τ, ε)dτ


 +
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+w̃(t, ε)c̃(n)(ε) exp


ε−h

T∫

t

ξ̄−1(τ, ε)dτ


 ,

(81)
де c(i)(ε), c(j)(ε), i, j = 1, n, — скалярнi мно-
жники, якi зображаються розвиненнями

c(i)(t, ε) =
∞∑

k=0

c
(i)
k (t), c̃(i)(t, ε) =

∞∑

k=0

c̃
(i)
k (t),

коефiцiєнти яких знайдемо з крайової умови
(12).

Пiдставивши (81) у (12) i знехтував-
ши експоненцiально малими доданками,
одержимо систему рiвнянь у векторно-
матричнiй формi

V (1)(0, ε)c(ε) = x1(ε), (82)

Ṽ (1)(T, ε)c̃(ε) = x2(ε), (83)
де

V (1)(t, ε) =

=
[
v

(1)
1 (t, ε), . . . , v

(1)
n−1(t, ε); w

(1)(t, ε)
]

=

=
∞∑

k=0

V
(1)
k (t)εk,

Ṽ (1)(t, ε) =

=
[
ṽ

(1)
1 (t, ε), . . . , ṽ

(1)
n−1(t, ε); w̃

(1)(t, ε)
]

=

=
∞∑

k=0

Ṽ
(1)
k (t)εk,

c(ε) = col
(
c(1)(ε), . . . , c(n)(ε)

)
=

∞∑
k=0

ckε
k,

c̃(ε) = col
(
c̃(1)(ε), . . . , c̃(n)(ε)

)
=

∞∑
k=0

c̃kε
k.

Оскiльки матриця

V
(1)
0 (t) = [ϕ1(t), ϕ2(t), . . . , ϕn−1(t); ϕ̃(t)]

неособлива при всiх t ∈ [0; T ], то вектори
ck = col

(
c
(1)
k , . . . , c

(n)
k

)
з рiвняння (82) одно-

значно визначаються за формулами

c0 =
(
V

(1)
0 (0)

)−1

x
(1)
0 ; (84)

ck =
(
V

(1)
0 (0)

)−1
(

x
(1)
k −

k∑
s=1

V (1)
s (0)ck−s

)
,

k = 1, 2, . . . . (85)

Згiдно (43), (74), (77)

Ṽ
(1)
0 (t) = −

[
R−1

1 K0ψ1, . . . , R
−1
n−1K0ψn−1,

1

2

(
K0ψ̃, ψ̃

)
ϕ̃
]
,

де K0(t) = C0(t)D
−1
0 (t)C∗

0(t).
Припустимо, що виконуються умови
(
K0(t)ψ̃(t), ψ̃(t)

)
6= 0, ∀t ∈ [0; T ]; (86)

det
[
R−1

1 (T )K0(T )ψ1(T ), . . . ,

R−1
n−1(T )K0(T )ψn−1(T ), ϕ̃(T )

]
6= 0.

(87)

Тодi detṼ (1)
0 (T ) 6= 0, i, отже, рiвняння (83)

також буде однозначно розв’язним. Вектори
c̃k, k = 0, 1, . . ., з нього визначимо за реку-
рентними формулами

c̃0 =
(
Ṽ

(1)
0 (T )

)−1

x
(2)
0 ; (88)

c̃k =
(
Ṽ

(1)
0 (T )

)−1
(

x
(2)
k −

k∑
s=1

Ṽ (1)
s (T )c̃k−s

)
,

k = 1, 2, . . . . (89)

Асимптотичний характер побудованого
розв’язку доводиться за тiєю ж схемою, що й
у випадку нормальної системи, розглянутої
в [1]. Тому, не проводячи детальних викла-
док, зупинимось на особливостях системи
(1) та побудованого формального розв’яз-
ку вiдповiдної крайової задачi (10), (12), якi
впливають на асимптотичну оцiнку.

l-наближення yl(t, ε), утворене з (81)
шляхом обривання вiдповiдних розвинень
на l-му членi, задовольняє систему (10) з
точнiстю до O

(
εl

)
, а не O

(
εl+1

)
у зв’яз-

ку з присутнiстю множникiв
(∑l

k=1 ξkε
k
)−1

у виразi Ã(t, ε)yl(t, ε)− εhB̃(t, ε)dyl(t,ε)
dt

. Крiм
того, як показано в [3], detB(t, ε) =

ε
(
B1ϕ̃, ψ̃

)
+O (ε2), звiдки випливає, що ма-

триця B−1(t, ε) має полюс першого поряд-
ку по ε у точцi ε = 0. Цiєю ж властивiстю
володiє й матриця D−1(t, ε). Враховуючи цi
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обставини, приходимо до таких оцiнок для
шуканих вектора стану x(t, ε) та керування
u(t, ε):

‖x(t, ε)− xl(t, ε)‖≤c1ε
l−2−h,

‖u(t, ε)− ul(t, ε)‖≤c2ε
l−3−h,

де

xl(t, ε) =
n−1∑
i=1

l∑

k=0

εk

k∑
s=0

v
(1)
si c

(i)
k−s×

× exp


ε−h

t∫

0

(
λi(τ) +

l∑

k=0

εkλ
(i)
k (τ)

)
dτ


 +

+
l∑

k=0

εk

k∑
s=0

w(1)
s c

(n)
k−s×

× exp


ε−h

t∫

0

(
l∑

k=1

εkξk(τ)

)−1

dτ


 +

+
n−1∑
i=1

l∑

k=0

εk

k∑
s=0

ṽ
(1)
si c̃

(i)
k−s×

× exp


ε−h

T∫

t

(
λ̄i(τ) +

l∑

k=0

εkλ̄
(i)
k (τ)

)
dτ


 +

+
l∑

k=0

εk

k∑
s=0

w̃(1)
s c̃

(n)
k−s×

× exp


ε−h

T∫

t

(
l∑

k=1

εkξ̄k(τ)

)−1

dτ


 , (90)

ul(t, ε) =
n−1∑
i=1

l∑

k=0

εk

k∑
s=0

ṽ
(3)
si c̃

(i)
k−s×

× exp


ε−h

T∫

t

(
λ̄i(τ) +

l∑

k=0

εkλ̄
(i)
k (τ)

)
dτ


 +

+
l∑

k=0

εk

k∑
s=0

w̃(3)
s c̃

(n)
k−s×

× exp


ε−h

T∫

t

(
l∑

k=1

εkξ̄k(τ)

)−1

dτ


 . (91)

Пiдсумовуючи викладене, приходимо до
наступної теореми.

Теорема. Якщо виконуються умови 1◦–
12◦, (86), (87), то iснує єдиний вектор ке-
рування u(t, ε), який виражається асимп-
тотичною формулою

u(t, ε) = ul(t, ε) + O
(
εl−3−h

)
,

що переводить систему (1) iз стану x1(ε)
в стан x2(ε), мiнiмiзуючи функцiонал (4),
де ul(t, ε) зображується у виглядi розвине-
ння (91), коефiцiєнти якого знаходяться за
формулами (36)–(38), (40), (42), (66)–(69).
Вiдповiдна траєкторiя, за якою здiйснює-
ться цей перехiд, виражається асимпто-
тичною формулою

x(t, ε) = xl(t, ε) + O
(
εl−2−h

)
,

де вектор xl(t, ε) зображується розвинен-
ням (90), коефiцiєнти якого знаходяться за
формулами (20)–(23), (43)–(45), (52)–(57),
(74), (75), (77)–(79), (37), (38), (40), (42),
(66)–(69).
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