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ПРО РОЗВ’ЯЗНIСТЬ ДЕЯКИХ IНТЕГРАЛЬНИХ РIВНЯНЬ, ЯКI
ВИНИКАЮТЬ У ТЕОРIЇ ПАРАБОЛIЧНИХ РIВНЯНЬ ЗI

ЗРОСТАЮЧИМИ КОЕФIЦIЄНТАМИ

Розглядаються iнтегральнi рiвняння типу Вольтерри-Фредгольма другого роду з квазiре-
гулярними ядрами. Такi рiвняння виникають при побудовi та дослiдженнi фундаментальних
розв’язкiв деяких параболiчних рiвнянь зi зростаючими коефiцiєнтами. Для цих iнтегральних
рiвнянь знаходяться резольвенти та одержуються їх оцiнки. Оцiнки є рiзними для випадкiв
iнтегральних рiвнянь, що вiдповiдають параболiчним рiвнянням другого та довiльного поряд-
кiв. У першому випадку резольвента оцiнюється через експоненту зi сталим типом спадання
на нескiнченностi, а в другому – через суму ряду, члени якого мiстять експоненти з типами
спадання, що прямують до нуля.

Integral equations of Volterra-Fredholm type of the second kind with quasi-regular kernels are
considered. Such equations arise in the process of construction and study fundamental solutions
for some parabolic equations with increasing coefficients. Resolvents for these integral equations
are found and estimates of ones are obtained. Estimates are different for the cases of integral
equations according to parabolic equations of the second and arbitrary orders. In the first case the
resolvent is estimated as exponent with constant type of decreasing at infinity. In the second case
the resolvent’s estimate have the form of a series the terms of which contain exponents with types
of decreasing becoming vanishingly small.

Вступ
У теорiї випадкових процесiв, статисти-

чнiй радiотехнiцi та iн. виникають пара-
болiчнi рiвняння зi зростаючими коефiцi-
єнтами. Так, для нормальних марковських
процесiв рiвняннями Фоккера – Планка –
Колмогорова є параболiчнi рiвняння друго-
го порядку, в яких коефiцiєнти при похiдних
першого порядку за просторовими змiнними
є лiнiйними функцiями цих змiнних, а iншi
коефiцiєнти обмеженi [1, с. 177–179]. Серед
таких рiвнянь, зокрема, є рiвняння(

∂t −
n∑

j,l=1

ajl∂xj
∂xl

+
n∑

j=1

aj∂xj
+

+a0 + Sa

)
u = f, (1)

в якому n ∈ N, ajl, aj i a0 – дiйснi сталi, ма-
триця, складена з коефiцiєнтiв ajl, додатно

визначена, Sau := a
n∑

j=1

∂xj
(xju) – диферен-

цiальний вираз (оператор) зi зростаючими
на нескiнченностi коефiцiєнтами, a ∈ R.

Для рiвняння (1) у статтi [2] знайдено яв-
ну формулу для фундаментального розв’яз-
ку задачi Кошi (ФРЗК) i дослiджено його
властивостi, якi застосовано до встановлен-
ня точних результатiв про коректну розв’я-
знiсть та iнтегральне зображення розв’язкiв
задачi Кошi. У статтi [3] для параболiчного
рiвняння довiльного порядку 2b вигляду


∂t −

∑

|k|≤2b

ak(t)∂
k
x − Sa


 u = f (2)

побудовано ФРЗК i дано його повне аналi-
тичне описання. Указанi результати для рiв-
нянь (1) i (2) з a 6= 0 подiбнi до вiдповiд-
них результатiв для цих рiвнянь у випад-
ку a = 0, тобто коли вiдсутнi члени зi зро-
стаючими коефiцiєнтами. Щоб одержати цi
результати, треба було модифiкувати мето-
дику, розроблену для параболiчних рiвнянь
з обмеженими коефiцiєнтами (див., напри-
клад, монографiю [4]).

Побудова та дослiдження ФРЗК для рiв-
нянь (1) i (2) iз залежними вiд усiх змiнних
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коефiцiєнтами потребує дальшого вдоскона-
лення методiв iз [4]. Зокрема, це стосується
методу параметриксу Левi, при застосуваннi
якого виникають iнтегральнi рiвняння воль-
террiвського типу. Питанню розв’язностi та
оцiнок резольвент такого типу iнтегральних
рiвнянь, породжених рiвняннями (1) i (2),
присвячена ця стаття.

Згiдно з методом параметриксу Левi
ФРЗК шукається у виглядi суми головно-
го члена – параметрикса Z0 i доданка у ви-
глядi iнтеграла з ядром Z0 i невiдомою гу-
стиною Q, яка визначається з вiдповiдного
iнтегрального рiвняння.

Маючи намiр застосувати метод Левi до
побудови та вивчення ФРЗК для рiвнянь
(1) i (2), коефiцiєнти яких залежать вiд усiх
змiнних, мету даної статтi формулюємо так:
описати вiдповiднi класи iнтегральних рiв-
нянь для густини Q, знайти для цих рiвнянь
резольвенти та одержати їх оцiнки.

1. Позначення та допомiжнi
твердження

Користуватимемось такими позначення-
ми: a, b, n i T – заданi числа, де b i n –
натуральнi, a i T – дiйснi, причому T > 0;
m := 2b, m′ := m/(m − 1); ΠH := H × Rn,
H ⊂ [0, T ]; X(t) := eatx, якщо t ∈ R i x ∈ Rn;

qm(t) :=

{
1

ma

(
emat − 1

)
, a 6= 0,

t, a = 0,
t ≥ 0; (3)

ρm(t, x) := (qm(t))−1/(m−1)|x|m′
,

E(m)
c (t, x) := exp{−cρm(t, x)},

t > 0, x ∈ Rn, c > 0. (4)

Прототипом рiвнянь (1) i (2) є модельне
рiвняння

(
∂t − γ2

n∑
j=1

∂2
xj
− Sa

)
u = f, γ > 0. (5)

У працях [2, 3] встановлено, що ФРЗК для
рiвняння (5) має вигляд

G2(t, x, ξ) =
(
4πγ2q2(t)

)−n/2
enat×

×E
(2)

1/(4γ2) (t,X(t)− ξ) ,

t > 0, {x, ξ} ⊂ Rn, (6)

а ФРЗК для рiвняння (2) володiє оцiнкою

|G2b(t, x; τ, ξ)| ≤ C(q2b(t− τ))−n/(2b)ena(t−τ)×
×E(2b)

c (t− τ,X(t− τ)− ξ),

0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn.

Зауважимо, що серед властивостей фун-
кцiї G2 є формула згортки

∫

Rn

G2(t− β, x, y)G2(β − τ, y, ξ)dy =

= G2(t−τ, x, ξ), τ < β < t, {x, ξ} ⊂ Rn. (7)

Наведемо потрiбнi нам властивостi фун-
кцiй (3) i (4).

Лема 1. Правильнi такi твердження:
для a < 0

qm(t−τ) ≤ qm(t−β)+qm(β−τ) ≤ 2qm(t−τ),

τ ≤ β ≤ t < ∞, (8)

а якщо a > 0, то для будь-якого T > 0 iснує
така стала cT > 0, що

cT qm(t−τ) ≤ qm(t−β)+qm(β−τ) ≤ qm(t−τ),

0 ≤ τ ≤ β ≤ t ≤ T. (9)

Доведення. При фiксованих τ < t розгля-
немо функцiю p(β) := qm(t− β) + qm(β − τ),
β ∈ [τ, t]. Оскiльки p(τ) = p(t) = q(t − τ),
p′(β) = 0 при β = β0 := (t + τ)/2, p′′(β0) > 0
при a > 0 i p′′(β0) < 0 при a < 0, то для
будь-якого β ∈ [τ, t] маємо

qm(t− τ) ≤ p(β) ≤ p(β0), a < 0;

p(β0) ≤ p(β) ≤ qm(t− τ), a > 0. (10)

Враховуючи те, що p(β0) =
2qm ((t− τ)/2) i функцiя qm монотонно
зростає, у випадку a < 0 одержуємо
p(β0) ≤ 2qm(t − τ), звiдки на пiдставi (10)
випливають оцiнки (8). Якщо a > 0, то p(β0)
треба оцiнити знизу, тобто оцiнити знизу
qm ((t− τ)/2) через qm(t − τ). Для цього
розглянемо функцiю r(s) := qm(s/2)/qm(s),
s > 0. Оскiльки r(s) → 1/2 при s → 0,
r(s) → 0 при s → ∞ i r′(s) < 0, s > 0, при
a > 0, то функцiя r спадає вiд 1/2 до 0, якщо
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її аргумент змiнюється вiд 0 до ∞. Тому
для заданого T > 0 iснує стала cT > 0 така,
що r(s) ≥ cT /2, s ∈ [0, T ]. Звiдси випливає
нерiвнiсть qm ((t− τ)/2) ≥ (cT /2)qm(t − τ),
якщо 0 ≤ t − τ ≤ T , з якої за допомогою
(10) одержуємо оцiнки (9). .

Лема 2. Для довiльних 0 ≤ τ < β <
t ≤ T i {x, y, ξ} ⊂ Rn справджується нерiв-
нiсть

A0 := ρm(t− β,X(t− β)− y)+

+ρm (β − τ, Y (β − τ)− ξ) ≥
≥ δ0ρm (t− τ, X (t− τ)− ξ) , (11)

де δ0 ∈ (0, 1] – стала, яка залежить лише
вiд m, a i T , причому δ0 = 1 тiльки при
a = 0.

Доведення. Спочатку доведемо таку не-
рiвнiсть:

A1 := ρm (t− β, u− z) + ρm (β − τ, z − ξ) ≥
≥ δ1ρm (t− τ, u− ξ) ,

τ < β < t, {u, z, ξ} ⊂ Rn. (12)

Нехай τ , t, u i ξ довiльно фiксованi i нехай
r := |u− z| , s := |u− ξ|. Використовуючи
те, що m′ > 1 i |z − ξ| ≥ |s − r|, z ∈ Rn,
маємо

A1 ≥
[
(qm (t− β))−1/mr

]m′

+

+
[
(qm (β − τ))−1/m |s− r|

]m′

=: fβ (r) .

Доведемо, що для довiльних β ∈ (τ, t) i r ≥ 0
справджується оцiнка

fβ (r) ≥ δ1gτ (s) , gτ (s) :=

:=
[
(qm (t− τ))−1/ms

]m′

. (13)

Якщо r ≥ s, то для β ∈ (τ, t)

fβ (r) ≥ gβ (s) ≥ gτ (s) . (14)

Знайдемо min
r∈[0,s]

fβ (r) . Легко переконує-

мось, що єдиною стацiонарною точкою фун-
кцiї fβ на промiжку (0, s) є точка r = r0 :=

qm (t− β) (qm (t− β) + qm (β − τ))−1s i що

fβ (r0) =
[
(qm (t− β) + qm (β − τ))−1/ms

]m′

.
Оскiльки за допомогою правих нерiвностей
з (8) i (9) fβ (r0) ≥ δ1gτ (s), де

δ1 :=

{
1, a ≥ 0,
2−1/(m−1), a < 0,

i fβ(0) =
[
(qm(β − τ))−1/m s

]m′

≥ gτ (s),

fβ(s) =
[
(qm (t− β))−1/ms

]m′

≥ gτ (s) ,

то min
r∈[0,s]

fβ (r) ≥ δ1gτ (s). Звiдси та з (14) ви-

пливає (13) i, отже, (12).
Щоб отримати нерiвнiсть (11), запише-

мо рiвнiсть X (t− β) − y = e−a(β−τ)×
× (X (t− τ)− Y (β − τ)) i скористаємось не-
рiвнiстю (12) для u = X (t− τ), z =
Y (β − τ). Тодi, врахувавши, що

e−a(β−τ) ≥ δ2 :=

{
e−aT , a ≥ 0,
1, a < 0,

дiстанемо A0 = e−a(β−τ)A1 ≥ δ2A1 ≥
δ0ρm (t− τ,X (t− τ)− ξ), де δ0 := δ1δ2..

Лема 3. Для будь-яких додатних чисел
ν i µ справджуються оцiнки

Iνµ (t, τ) :=

t∫

τ

(qm (t− β))ν−1×

×(qm (β − τ))µ−1dβ ≤ Aν(t− τ)B(ν, µ)×
×(qm (t− τ))ν+µ−1 ≤ em|a|νTB (ν, µ)×
×(qm (t− τ))ν+µ−1, 0 ≤ τ < t ≤ T, (15)

де Aν (t) :=

{
1, a ≥ 0,
em|a|νt, a < 0,

B – бета-

функцiя Ейлера.
Доведення. В iнтегралi з (15) зро-

бимо замiну змiнної iнтегрування β
за формулою qm (β − τ) = qm (t− τ) γ,
у результатi якої ema(β−τ)qm (t− β) =
qm (t− τ) (1− γ), ema(β−τ)dβ = qm (t− τ) dγ i
Iνµ (t, τ) ≤ max

β∈[τ,t]
e−maν(β−τ)(qm (t− τ))ν+µ−1×

×
1∫

0

(1− γ)ν−1γµ−1dγ = Aν (t− τ)B (ν, µ)×
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×(qm (t− τ))ν+µ−1 ≤ em|a|νTB (ν, µ)×
×(qm (t− τ))ν+µ−1. .

Лема 4. Нехай c > 0 – деяка стала, δ0 ∈
(0, 1) – стала з оцiнки (11) i

J (m)
c :=

∫

Rn

E(m)
c (t− β, X (t− β)− y)×

×E(m)
c (β − τ, Y (β − τ)− ξ)×

×(qm (t− β) qm (β − τ))−n/mdy. (16)

Для довiльно взятих ε ∈ (0, 1) i T > 0 iснує
така стала CεT > 0, що виконується нерiв-
нiсть

J (m)
c ≤ CεT (qm (t− τ))−n/m×

×E
(m)
c(1−ε)δ0

(t− τ, X (t− τ)− ξ) ,

0 ≤ τ < β < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn. (17)

Доведення. Записуючи c у виглядi c =
= c (1− ε) + cε i використовуючи нерiвнiсть
(11), отримуємо

J (m)
c ≤ E

(m)
c(1−ε)δ0

(t− τ, X (t− τ)− ξ)×

×J (m)
cε . (18)

Оцiнимо J
(m)
cε . Для цього розглянемо мо-

жливi випадки 1) qm (β − τ) ≤ qm (t− τ) /2 i
2) qm (t− τ) /2 < qm (β − τ) ≤ qm (t− τ) .

У випадку 1) маємо

qm (t− β) = e−ma(β−τ) (qm (t− τ)−
−qm (β − τ)) ≥ e−ma(β−τ)qm (t− τ) /2 ≥

≥ (
e−m|a|T /2

)
qm (t− τ) ,

i, отже,

J (m)
cε ≤ 2n/men|a|T (qm (t− τ))−n/m×

×
∫

Rn

E(m)
cε (β − τ, Y (β − τ)− ξ)×

×(qm (β − τ))−n/mdy.

Якщо в останньому iнтегралi зробити замiну
ea(β−τ)y − ξ = (qm (β − τ))1/mz, де z – нова
змiнна iнтегрування, то дiстанемо оцiнку

J (m)
cε ≤ C ′

εT (qm (t− τ))−n/m. (19)

У випадку 2) одержуємо

J (m)
cε ≤ 2n/m(qm (t− τ))−n/m×

×
∫

Rn

E(m)
cε (t− β, X (t− β)− y)×

×(qm (t− β))−n/mdy

i замiна X (t− β) − y = (qm (t− β))1/mz в
останньому iнтегралi приводить до оцiнки

J (m)
cε ≤ C ′′

ε(qm (t− τ))−n/m. (20)

З нерiвностей (18) – (20) випливає оцiнка
(17)..

Лема 5. Якщо m = 2, то для iнтеграла
(16) справджується рiвнiсть

J (2)
c =

( c

π

)n/2

(q2 (t− τ))−n/2×

×E(2)
c (t− τ, X (t− τ)− ξ) ,

τ < β < t, {x, ξ} ⊂ Rn. (21)

Доведення. Згiдно з формулою (6) фун-

кцiя
( c

π

)n/2

(q2 (t))−n/2enatE(2)
c (t,X (t)− ξ),

t > 0, {x, ξ} ⊂ Rn, є ФРЗК для рiвняння
(5) з γ2 = 1/ (4c). Застосувавши для нього
формулу (7), отримаємо рiвнiсть (21). .

2. Основнi результати
Нехай t0 i T – заданi числа, причому

0 ≤ t0 < T , i P δ
[t0,T ] :=

{
(t, x; τ, ξ) ∈

(
Π[t0,T ] × Π[t0,T ]

) | t− τ > δ

}
, δ ≥ 0. При по-

будовi ФРЗК для рiвнянь (1) i (2) з коефiцi-
єнтами, залежними вiд усiх змiнних, вини-
кають iнтегральнi рiвняння вольтеррiвсько-
фредгольмового типу вигляду

u (t, x) = f (t, x) +

t∫

t0

dτ

∫

Rn

K (t, x; τ, ξ)×

×u (τ, ξ) dξ, (t, x) ∈ Π[t0,T ], (22)

ядра K яких визначенi в областi P 0
[t0,T ] i є

квазiрегулярними. Якраз невiдома густина
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Q iз методу Левi є резольвентою R рiвняння
(22), яка є сумою ряду

R (t, x; τ, ξ) :=
∞∑

s=1

Ks (t, x; τ, ξ),

(t, x; τ, ξ) ∈ P 0
[t0,T ], (23)

де K1 := K, а Ks, s > 1, – повторнi ядра, що
визначаються iз рекурентного спiввiдноше-
ння

Ks (t, x; τ, ξ) =

t∫

τ

dβ

∫

Rn

K (t, x; β, y)×

×Ks−1 (β, y; τ, ξ) dy, (t, x; τ, ξ) ∈ P 0
[t0,T ].

Основнi результати статтi мiстяться в на-
ступнiй теоремi.

Теорема 1. Якщо ядро K iнтегрального
рiвняння (22) в областi P 0

[t0,T ] неперервне та
задовольняє умову

|K (t, x; τ, ξ)| ≤ C0(qm (t− τ))−n/m+χ−1×
×E(m)

c0
(t− τ, X (t− τ)− ξ) ,

(t, x; τ, ξ) ∈ P 0
[t0,T ], (24)

з деякими сталими C0 > 0, c0 > 0 i χ ∈
(0, 1), то iснує резольвента (23), яка є не-
перервною функцiєю i для якої справджує-
ться оцiнка

|R (t, x; τ, ξ)| ≤ C(qm (t− τ))−n/m+χ−1×

×
∞∑

j=0

[C1Γ (χ) (qm (t− τ))χ]
j
(Γ (jχ + 1))−1×

×E
(m)

cδj
0

(t− τ, X (t− τ)− ξ) ,

(t, x; τ, ξ) ∈ P 0
[t0,T ]. (25)

Тут C, C1 i c – деякi додатнi сталi, c <
c0, Γ – гамма-функцiя Ейлера, δ0 – стала з
леми 2.

Теорема 2. Нехай для ядра K виконую-
ться умови теореми 1 з m = 2, тодi для

резольвенти R справджується оцiнка

|R (t, x; τ, ξ)| ≤ C(q2 (t− τ))−n/2+χ−1×

×E(2)
c0

(t− τ, X (t− τ)− ξ) ,

(t, x; τ, ξ) ∈ P 0
[t0,T ], (26)

де C – деяка додатна стала, а стала c0 та-
ка сама, як у (24).

Доведення теорем 1 i 2 проводиться за
схемою доведень лем 1.8 – 1.10 з [4], при цьо-
му використовуються наведенi вище леми 1
– 5. Цi леми вiдображають змiни в проведе-
них у [4] мiркуваннях, викликанi наявнiстю
у рiвняннях (1) i (2) члена Sau. Умови на
ядро K у теоремах 1 i 2 забезпечують абсо-
лютну та рiвномiрну збiжнiсть ряду (23) в
P δ

[t0,T ] для довiльного δ ∈ (0, T − t0) .
3. Висновки
Проведенi в статтi дослiдження свiдчать

про те, що за наявностi в рiвняннях чле-
нiв зi зростаючими коефiцiєнтами результа-
ти iстотно рiзнi для рiвнянь вищого i друго-
го порядкiв, чого не спостерiгається у випад-
ку рiвнянь з обмеженими коефiцiєнтами. Ре-
зультати статтi будуть використанi для по-
будови та дослiдження ФРЗК для параболi-
чних рiвнянь зi зростаючими коефiцiєнтами.
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