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IÑÍÓÂÀÍÍß ÏÐÎÌIÆÍÈÕ ÊÓÑÊÎÂÎ ËIÍIÉÍÈÕ ÒÀ ÍÅÑÊIÍ×ÅÍÍÎ
ÄÈÔÅÐÅÍÖIÉÎÂÍÈÕ ÔÓÍÊÖIÉ

Äëÿ ðiçíèõ ïðîìiæêiâ I ⊆ R, íàïiâíåïåðåðâíèõ âiäïîâiäíî çâåðõó òà çíèçó ôóíêöié g : I →
R òà h : I → R, òàêèõ, ùî g(x) < h(x) íà I, òà êîíñòàíòè γ ∈ (g(x0), h(x0)) äëÿ äåÿêîãî x0 ∈ I
çíàõîäÿòüñÿ ïðîìiæíi êóñêîâî ëiíiéíi òà íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíi ôóíêöi¨, ùî íàáóâàþòü
çíà÷åííÿ γ â òî÷öi x0.

For given interval I ⊆ R, semicontinuous upper and lower respectively functions g : I → R and
h : I → R, such, that g(x) < h(x) on I, and a constant γ ∈ (g(x0), h(x0)) for some x0 ∈ I we �nd
intermediate piecewise linear and in�nitely di�erentiable function, that gain γ in x0.

1. Òåîðåìà Ãàíà ïðî ïðîìiæíó ôóí-
êöiþ òà ¨¨ çâ'ÿçîê ç òåîðåìîþ Òiòöå-
Óðèñîíà.

Àâñòðiéñüêèé ìàòåìàòèê Ã. Ãàí ó ñâî-
¨é ñòàòòi 1917 ðîêó [1] äîâiâ òàêó òåîðåìó:
äëÿ ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó X, íàïiâíåïåðåðâ-
íî¨ çâåðõó ôóíêöi¨ g : X → R i íàïiâíåïå-
ðåðâíî¨ çíèçó ôóíêöi¨ h : X → R, òàêèõ,
ùî g(x) ≤ h(x) íà X, iñíó¹ òàêà íåïåðåðâíà
ôóíêöiÿ f : X → R, ùî g(x) ≤ f(x) ≤ h(x)
íà X. Ã. Òîí  [2] i Ì. Êàòåòîâ [3] ïîêàçàëè,
ùî öÿ òåîðåìà ¹ õàðàêòåðèñòè÷íîþ äëÿ íîð-
ìàëüíîñòi â êëàñi T1-ïðîñòîðiâ. Ïåðåä íèìè
Æ. Ä'¹äîííå [4] ïåðåíiñ òåîðåìó Ãàíà íà ïà-
ðàêîìïàêòíi ïðîñòîðè.

Âiäîìî, ùî â íîðìàëüíèõ ïðîñòîðàõ âè-
êîíó¹òüñÿ i òåîðåìà Òiòöå-Óðèñîíà ïðî ïðî-
äîâæåííÿ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié [5]. Âèÿâëÿ-
¹òüñÿ, öÿ òåîðåìà âèïëèâà¹ ç òåîðåìè Ãàíà-
Ä'¹äîííå-Òîí à-Êàòåòîâà, ÿêó ìè êîðîòêî
íàçèâàòèìåìî òåîðåìîþ Ãàíà ïðî ïðîìiæíó
ôóíêöiþ àáî ïðîñòî òåîðåìîþ Ãàíà.

Ñïðàâäi, íåõàé X � íîðìàëüíèé ïðî-
ñòið, X0 � çàìêíåíà ìíîæèíà â X i f0 :
X0 → [0, 1] � íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ. Âèçíà÷è-
ìî ôóíêöi¨ g : X → [0, 1] i h : X → [0, 1],
ïîêëàäàþ÷è g(x) = h(x) = f0(x) íà X0 i
g(x) = 0, h(x) = 1 íà X \ X0. Ëåãêî ïåðå-
âiðèòè, ùî ôóíêöiÿ g : X → [0, 1] íàïiâíåïå-
ðåðâíà çâåðõó, à h : X → [0, 1] � çíèçó, ïðè
öüîìó g(x) ≤ h(x) íà X. Çà òåîðåìîþ Ãàíà
iñíó¹ íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : X → [0, 1], äëÿ
ÿêî¨ g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) íà X. Òîäi f íàáóâà¹

çíà÷åíü ó âiäðiçêó [0, 1] i f(x) = f0(x) íà X0.
Òàêèì ÷èíîì, f : X → [0, 1] � öå íåïåðåðâíå
ïðîäîâæåííÿ ôóíêöi¨ f0.

2. Ðîçâèòîê òåîðåìè Ãàíà.
Â îñòàííi ðîêè òåîðåìà Ãàíà ïðî ïðî-

ìiæíó ôóíêöiþ îáðîñëà ðiçíèìè àíàëîãà-
ìè i óçàãàëüíåííÿìè. Ùîá ¨õ ñôîðìóëþâà-
òè, ââåäåìî íîâó òåðìiíîëîãiþ.

Ïàðó (g, h) ôóíêöié g, h : X → R, äå
g � íàïiâíåïåðåðâíà çâåðõó, à h � çíèçó,
äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü g(x) ≤ h(x)
íà X, íàçèâàòèìåìî ïàðîþ Ãàíà íà X, à ó
âèïàäêó, êîëè âèêîíó¹òüñÿ ñòðîãà íåðiâíiñòü
g(x) < h(x) íà X � ñòðîãîþ ïàðîþ Ãàíà
íà X. Ôóíêöiþ f íàçâåìî ïðîìiæíîþ äëÿ
ïàðè Ãàíà (g, h), ÿêùî g(x) ≤ f(x) ≤ h(x)
íà x ∈ X, i ñòðîãî ïðîìiæíîþ äëÿ ïà-
ðè Ãàíà (g, h), ÿêùî g(x) < f(x) < h(x)
ïðè g(x) < h(x) i g(x) = f(x) = h(x) ïðè
g(x) = h(x).

Ê. Äàóêåð [6] i Ì. Êàòåòîâ [3] âñòàíîâèëè,
ùî T1-ïðîñòið X áóäå íîðìàëüíèì i çëi÷åí-
íî ïàðàêîìïàêòíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êî-
ëè äëÿ êîæíî¨ ñòðîãî¨ ïàðè Ãàíà (g, h) íà X
iñíó¹ ñòðîãî ïðîìiæíà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ
f : X → R.

Ç äðóãîãî áîêó Å. Ìàéêë [7] äîâiâ, ùî T1-
ïðîñòið X áóäå äîñêîíàëî íîðìàëüíèì òîäi
i òiëüêè òîäi, êîëè êîæíà ïàðà Ãàíà (g, h)
íà X ìà¹ ñòðîãî ïðîìiæíó íåïåðåðâíó ôóí-
êöiþ f : X → R.

Íîâi äîâåäåííÿ òåîðåì ïðî ïðîìiæíó
ôóíêöiþ äàëè Ê. �óä i ß. Ñòàðñ [8]. Ìîæëè-
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âiñòü ïåðåíåñåííÿ òåîðåìè Ãàíà íà âèïàäîê
çàãàëüíiøèõ, íiæ R âïîðÿäêîâàíèõ ïðîñòî-
ðiâ çíà÷åíü âèâ÷àâ Ê. ßìàçàêi [9].

Íåäàâíî ç'ÿâèëèñÿ iíøi àíàëîãè òåîðå-
ìè Ãàíà. Òàê, Â. Ìàñëþ÷åíêî i Ñ. Ïåòåé
[10] âñòàíîâèëè, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè Ãàíà
(g, h) íà âiäðiçêó [a, b], äå g i h � çðîñòàþ÷i
ôóíêöi¨ iñíó¹ çðîñòàþ÷à íåïåðåðâíà ïðîìi-
æíà ôóíêöiÿ f : X → R.

Ïðîìiæíi àôiííi ôóíêöi¨ f : E → R
íà îïóêëèõ ïiäìíîæèíàõ âåêòîðíèõ ïðîñòî-
ðiâ äëÿ ïàðè (g, h), ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç îïó-
êëî¨ ôóíêöi¨ g : E → R i âãíóòî¨ ôóíêöi¨
h : E → R, âèâ÷àëè Â. Ìàñëþ÷åíêî i Â.
Ìåëüíèê [11].

3. Íîâi çàäà÷i ïðî ïðîìiæíó ôóí-
êöiþ.

Ó çâ'ÿçêó ç ðåçóëüòàòîì Ìàñëþ÷åíêà-
Ïåòåÿ ç [10] âèíèêëî ïèòàííÿ: ÷è äëÿ êî-
æíî¨ ïàðè Ãàíà (g, h) íà âiäðiçêó [a, b], äå g i
h � ôóíêöi¨ îáìåæåíî¨ âàðiàöi¨, iñíó¹ ïðîìi-
æíà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ îáìåæåíî¨ âàðiàöi¨
f : [a, b] → R? Âiäïîâiäü íà öå ïèòàííÿ ïîêè
ùî íå çíàéäåíà. Ó ïðîöåñi ïîøóêiâ âiäïî-
âiäi íà íüîãî âèíèêëè ïèòàííÿ ïðî iñíóâàí-
íÿ ïðîìiæíèõ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèõ
(êîðîòøå: C1-ôóíêöiÿ) ÷è êóñêîâî ëiíiéíèõ
ôóíêöié, àäæå òàêi ôóíêöi¨ ìàþòü ñêií÷åí-
íó âàðiàöiþ. Òàêi ïèòàííÿ ïðèðîäíî ñòàâèòè
äëÿ ñòðîãî¨ ïàðè Ãàíà (g, h), îñêiëüêè ó âè-
ïàäêó ðiâíîñòi g = h ïðîìiæíà ôóíêöiÿ f
áóäå ìàòè òi æ âëàñòèâîñòi, ùî é g i h, à öi
ôóíêöi¨ íå çîáîâ'ÿçàíi áóòè íåïåðåðâíî äè-
ôåðåíöiéîâíèìè ÷è êóñêîâî ëiíiéíèìè. Ïè-
òàííÿ ïðî ïðîìiæíó C1-ôóíêöiþ ÷è êóñêî-
âî ëiíiéíó ôóíêöiþ äëÿ ñòðîãî¨ ïàðè Ãàíà
ìîæíà ñòàâèòè íå òiëüêè äëÿ âiäðiçêà, à i,
ñêàæiìî, äëÿ âñi¹¨ ÷èñëîâî¨ ïðÿìî¨ R.

Òóò ìè ïîêàæåìî, ùî äëÿ âiäðiçêà íà öå
ïèòàííÿ ëåãêî ìîæíà äàòè âiäïîâiäü ç äîïî-
ìîãîþ òåîðåìè Äàóêåðà-Êàòåòîâà.

Ðîçãëÿíåìî áàíàõîâèé ïðîñòið Cu[a, b]
âñiõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié f : [a, b] → R ç
ðiâíîìiðíîþ íîðìîþ ||f || = max

a≤x≤b
|f(x)|.

Òåîðåìà 1. Íåõàé E � âñþäè ùiëüíà ìíî-
æèíà ó ïðîñòîði Cu[a, b] i (g, h) � ñòðîãà ïà-
ðà Ãàíà íà [a, b]. Òîäi iñíó¹ ñòðîãî ïðîìiæíà
äëÿ (g, h) ôóíêöiÿ f ç ìíîæèíè E.

Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ Äàóêåðà-
Êàòåòîâà iñíó¹ íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ
f1 : [a, b] → R, ÿêà ¹ ñòðîãî ïðîìiæíîþ
äëÿ ïàðè (g, h). Îñêiëüêè (f1, h) � öå
òåæ ñòðîãà ïàðà Ãàíà, òî iñíó¹ íåïå-
ðåðâíà ôóíêöiÿ f2 : [a, b] → R, ÿêà ¹
ñòðîãî ïðîìiæíîþ äëÿ (f1, h). Òàêèì ÷è-
íîì, äëÿ ïîáóäîâàíèõ ôóíêöié ìà¹ìî,
ùî g(x) < f1(x) < f2(x) < h(x) íà [a, b].
Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ φ(x) = f1(x)+f2(x)

2
íà

[a, b]. Çðîçóìiëî, ùî ôóíêöiÿ φ íåïåðåðâíà
i f1(x) < φ(x) < f2(x) íà [a, b]. Ïðè öüîìó

φ(x)− f1(x) =
f2(x)− f1(x)

2
= f2(x)− φ(x)

íà [a, b]. Çà òåîðåìîþ Âåéåðøòðàññà iñíó¹
÷èñëî

ε = min
a≤x≤b

(φ(x)− f1(x)) =

=
1

2
min
a≤x≤b

(f2(x)−f1(x)) = min
a≤x≤b

(f2(x)−φ(x))

i ε > 0. Â ε-îêîëi

Uε(φ) = {ψ ∈ C[a, b] : ||ψ − φ|| < ε}

ôóíêöi¨ φ çíàéäåòüñÿ ÿêèéñü åëåìåíò f ç
âñþäè ùiëüíî¨ â Cu[a, b] ìíîæèíè E. Öåé
åëåìåíò i áóäå øóêàíîþ ôóíêöi¹þ, àäæå

g(x) < f1(x) = φ(x)− (φ(x)− f1(x)) ≤

≤ φ(x)− ε < f(x) < φ(x) + ε ≤

≤ φ(x) + f1(x)− φ(x) = f2(x) < h(x)

íà [a, b].
Ïîçíà÷èìî ñèìâîëîì P [a, b] ìíîæèíó

âñiõ ìíîãî÷ëåíiâ íà [a, b]. Çà òåîðåìîþ
Âåé¹ðøòðàññà ïðî ðiâíîìiðíå íàáëèæåííÿ
íåïåðåðâíèõ ôóíêöié ìíîãî÷ëåíàìè íà âiä-
ðiçêó [a, b] ìíîæèíà P [a, b] âñþäè ùiëüíà â
Cu[a, b]. Òîìó ç òåîðåìè 1 íåãàéíî âèïëèâà¹.

Íàñëiäîê 1. Äëÿ êîæíî¨ ñòðîãî¨ ïàðè Ãà-
íà (g, h) íà [a, b] iñíó¹ òàêèé ìíîãî÷ëåí f :
[a, b] → R, ÿêèé ¹ ñòðîãî ïðîìiæíîþ ôóí-
êöi¹þ äëÿ (g, h) íà [a, b].

Çàóâàæèìî, ùî ìíîãî÷ëåí � öå íå òiëüêè
C1-ôóíêöiÿ, à é C∞-ôóíêöiÿ, òîáòî íåñêií-
÷åííî äèôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ, îòæå, äëÿ
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êîæíî¨ ñòðîãî¨ ïàðè Ãàíà (g, h) íà [a, b] iñíó¹
ñòðîãî ïðîìiæíà C∞-ôóíêöiÿ f : [a, b] → R.

Ôóíêöiþ f : [a, b] → R íàçèâàþòü êó-
ñêîâî ëiíiéíîþ, ÿêùî iñíó¹ òàêå ðîçáèòòÿ
T : a = x0 < x1 < x2 < ... < xn = b
âiäðiçêà [a, b], ùî êîæíå çâóæåííÿ f |[xk−1,xk]

¹ ëiíiéíîþ ôóíêöi¹þ íà [xk−1, xk]. Çðîçóìi-
ëî, ùî êîæíà êóñêîâî ëiíiéíà ôóíêöiÿ íå-
ïåðåðâíà. Ìíîæèíó âñiõ êóñêîâî ëiíiéíèõ
ôóíêöié f : [a, b] → R ìè ïîçíà÷à¹ìî ñèì-
âîëîì Q[a, b]. Ç òåîðåìè Êàíòîðà ïðî ðiâíî-
ìiðíó íåïåðåðâíiñòü íåïåðåðâíî¨ íà âiäðiçêó
[a, b] ôóíêöi¨ íåãàéíî âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà
Q[a, b] âñþäè ùiëüíà â Cu[a, b]. Òîìó ç òåîðå-
ìè 1 îòðèìó¹ìî i íàñòóïíèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 2. Äëÿ äîâiëüíî¨ ñòðîãî¨ ïàðè
Ãàíà (g, h) íà [a, b] iñíó¹ ñòðîãî ïðîìiæíà êó-
ñêîâî ëiíiéíà ôóíêöiÿ f : [a, b] → R.

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ ñòðîãèõ ïàð Ãàíà íà
R öåé ìåòîä ïîáóäîâè ñòðîãî ïðîìiæíèõ
C∞-ôóíêöié ÷è êóñêîâî ëiíiéíèõ ôóíêöié
íå çàñòîñîâíèé. Òóò ìè ðîçâèíåìî iíøi ìå-
òîäè, ÿêi äîçâîëÿþòü áóäóâàòè ñòðîãî ïðî-
ìiæíi C∞-ôóíêöi¨ i êóñêîâî ëiíiéíi ôóíêöi¨
ç ïåâíèìè äîäàòêîâèìè âëàñòèâîñòÿìè äëÿ
ñòðîãèõ ïàð Ãàíà íà âiäðiçêó [a, b], íå âè-
êîðèñòîâóþ÷è ïðè öüîìó òåîðåìó Äàóêåðà-
Êàòåòîâà, à áåçïîñåðåäíüî äîâîäÿ÷è ¨¨ ïiäñè-
ëåíi âåðñi¨ äëÿ [a, b]. Öi ðåçóëüòàòè äîçâîëÿ-
þòü çäiéñíèòè ïîáóäîâó ñòðîãî ïðîìiæíèõ
C∞-ôóíêöié i êóñêîâî ëiíiéíèõ ôóíêöié i íà
äîâiëüíèõ ÷èñëîâèõ ïðîìiæêàõ.

4. Iñíóâàííÿ ïðîìiæíèõ êóñêîâî ëi-
íiéíèõ ôóíêöié ç äàíèì çíà÷åííÿì.

Íàäàëi ïîçíà÷àòèìåìî ñèìâîëîì Uε(x0)
ε-îêië (x0 − ε, x0 + ε) òî÷êè x0 â R.

Òåîðåìà 2. Íåõàé (g, h) � ñòðîãà ïàðà Ãà-
íà íà âiäðiçêó I = [a, b] i g(a) < γ < h(a). Òî-
äi iñíó¹ êóñêîâî ëiíiéíà ôóíêöiÿ f : I → R,
òàêà, ùî g(x) < f(x) < h(x) íà I òà f(a) = γ.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó

X = {x ∈ [a, b] : ∃fx ∈ Q[a, x] |

g(t) < fx(t) < h(t) íà [a, x] i fx(a) = γ}

Çàóâàæèìî, ùî a ∈ X, îñêiëüêè íà {a}
ìîæíà âèçíà÷èòè êóñêîâî ëiíiéíó ôóíêöiþ
fa(a) = γ, i äëÿ íå¨ g(a) < fa(a) < g(a), à
îòæå, X ̸= Ø. Îêðiì òîãî, X ⊆ [a, b], à îòæå,

ìíîæèíàX îáìåæåíà çâåðõó ÷èñëîì b. Òîìó
iñíó¹ x0 = supX i a ≤ x0 ≤ b.

Äîâåäåìî ñïî÷àòêó, ùî x0 ∈ X. Âiçüìå-
ìî äîâiëüíå ÷èñëî y0, òàêå, ùî g(x0) < y0 <
h(x0). Îñêiëüêè ôóíêöi¨ g i h íàïiâíåïåðåðâ-
íi â òî÷öi x0 âiäïîâiäíî çâåðõó i çíèçó, òî
iñíó¹ òàêå δ0 > 0, ùî g(x) < y0 < h(x) íà
Uδ0(x0) ∩ I

Çà îçíà÷åííÿì ñóïðåìóìó iñíó¹ x1 ∈ X,
òàêå, ùî x0 − δ0 < x1 ≤ x0. ßêùî x0 = x1,
òî x0 ∈ X. Íåõàé x1 < x0. Îñêiëüêè ôóíêöi¨
g i h íàïiâíåïåðåðâíi â òî÷öi x1 âiäïîâiäíî
çâåðõó i çíèçó, òî iñíó¹ òàêå δ1 > 0, ùî x1 +
δ1 < x0 i g(x) < y1 < h(x) ç y1 = fx1(x1)
íà Uδ1(x1) ∩ I. Ïîêëàäåìî c = min{y0, y1} i
d = max{y0, y1}. Îñêiëüêè g(x) < y1 < h(x) i
g(x) < y0 < h(x) íà J = [x1; x1+δ1], òî g(x) <
c ≤ d < h(x) íà J . Îòæå, ïðÿìîêóòíèê P =
J×[c; d] íå ìiñòèòü òî÷îê æîäíîãî ç ãðàôiêiâ
ôóíêöié g i h.

Ââåäåìî ôóíêöiþ fx0 : [a, x0] → R:

fx0(x) =


fx1(x), x ∈ [a; x1];

y1 +
y0−y1
δ1

(x− x1), x ∈ J ;

y0, x ∈ [x1 + δ1;x0].

Äàíà ôóíêöiÿ êîðåêòíî âèçíà÷åíà i ¹ êóñêî-
âî ëiíiéíîþ. Îêðiì òîãî, fx0(a) = γ, i, ÿê
ëåãêî ïåðåâiðèòè, g(x) < fx0(x) < h(x) íà
[a, x0]. Òàêèì ÷èíîì, x0 ∈ X.

Äîâåäåìî òåïåð, ùî x0 = b. Íåõàé x0 < b.
Ïîêëàäåìî x2 = min{x0+ δ0

2
; b} i ðîçãëÿíåìî

ôóíêöiþ

fx2(x) =

{
fx0(x), x ∈ [a; x0];
y0, x ∈ [x0;x2].

Îñêiëüêè [x0;x2] ⊆ Uδ0(x0) ∩ I, òî g(x) <
y0 < h(x) íà [x0, x2]. Êðiì òîãî, fx2 � êóñêîâî
ëiíiéíà ôóíêöiÿ i f(x2) = γ, îòæå, x2 ∈ X.
Àëå öå íåìîæëèâî, áî x2 > x0 = supX.
Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ìî, ùî x0 = b i ôóíêöiÿ
f = fb ¹ øóêàíîþ.

Çàìiíîþ t = b−x ç òåîðåìè 2 ëåãêî âèâî-
äèòüñÿ i òàêèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3. Íåõàé (g, h) � ñòðîãà ïàðà Ãà-
íà íà âiäðiçêó I = [a, b] i g(b) < γ < h(b). Òî-
äi iñíó¹ êóñêîâî ëiíiéíà ôóíêöiÿ f : [a, b] →

ISSN 2309-4001.Áóêîâèíñüêèé ìàòåìàòè÷íèé æóðíàë. 2016. � Ò. 4, � 3�4. 95



R, òàêà, ùî g(x) < f(x) < h(x) íà I i
f(b) = γ.

5. Ëåìà ïðî iñíóâàííÿ ëàíöþæêà
âiäðiçêiâ.

Ñèñòåìà ìíîæèí A íàçèâà¹òüñÿ âïèñà-
íîþ â ñèñòåìó ìíîæèí B (ïîçíà÷à¹òüñÿ:A 4
B), ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî A ∈ A iñíó¹ B ∈ B,
òàêå, ùî A ⊆ B.

Êàæóòü, ùî âiäðiçêè I = [a, b] òà J = [c, d]
ïåðåòèíàþòüñÿ íåòðèâiàëüíî, ÿêùî a <
c < b < d.

Ëàíöþæêîì äëÿ âiäðiçêà [a, b] ìè íàçè-
âàòèìåìî ñêií÷åííó ïîñëiäîâíiñòü âiäðiçêiâ
I1, ..., In, òàêó, ùî âiäðiçêè Ik òà Ik+1 íå-
òðèâiàëüíî ïåðåòèíàþòüñÿ äëÿ êîæíîãî k =
1, ..., n − 1, âiäðiçêè Ik òà Ik+2 íå ïåðåòèíà-

þòüñÿ äëÿ êîæíîãî k = 1, ..., n− 2 i
n∪
k=1

Ik ⊇

[a, b].

Íàäàëi ÷åðåç
◦
A ìè ïîçíà÷àòèìåìî âíóòði-

øíiñòü ìíîæèíè A.
Ëåìà 1. Íåõàé I = [a, b], Pj = [αj, βj] i

αj < βj ïðè j = 0, 1, ...,m òà ã = min{β0, b},
ïðè÷îìó [ã, b) ⊆

m∪
j=1

◦
P j i a ∈

◦
P 0. Òîäi iñíó¹

òàêèé ëàíöþæîê âiäðiçêiâ Ik = [ak, bk], äå
k = 0, 1, ..., n, ùî ñèñòåìà I = {I0, I1, .., In}
âïèñàíà â ñèñòåìó P = {P0, P1, ..., Pm}, ïðè-
÷îìó a0 = a, bn = b i I0 ⊆ P0.

Äîâåäåííÿ. Çà óìîâîþ α0 < a < β0. ßêùî
β0 ≥ b, òî ìè ïîêëàäà¹ìî a0 = a, b0 = b,
I0 = [a0, b0] i ïîñëiäîâíiñòü ç îäíîãî âiäðiçêà
I0 áóäå øóêàíèì ëàíöþæêîì.

Íåõàé β0 < b. Ïîêëàäåìî b0 = β0 =
ã, I0 = [a0, b0] i j0 = 0. Îñêiëüêè b0 ∈
[ã, b), òî iñíó¹ òàêèé iíäåêñ j1 = 1, ...,m,

ùî b0 ∈
◦
P j1 , òîáòî αj1 < b0 < βj1 . Âiçüìå-

ìî a1 =
max{αj1

,a}+b0
2

, b1 = min{βj1 ; b} i ïî-
êëàäåìî I1 = [a1, b1]. Îñêiëüêè αj1 < b0 i
a < b0, òî max{αj1 , a} < b0, à òîìó a0 =
a ≤ max{αj1 , a} < a1 < b0 i a1 > αj1 . Ç äðó-
ãîãî áîêó b1 ≤ βj1 , îòæå, I1 ⊆ Pj1 . Êðiì òîãî,
b0 < βj1 i b0 < b, òîìó b0 < b1. Òàêèì ÷èíîì,
a0 < a1 < b0 < b1, îòæå, âiäðiçêè I0 òà I1
íåòðèâiàëüíî ïåðåòèíàþòüñÿ. ßêùî b1 = b,
òî ïàðà (I0, I1) áóäå øóêàíèì ëàíöþæêîì.

Íåõàé b1 < b. Îñêiëüêè b1 > b0 = ã, òà

b1 ∈ [ã, b), îòæå, iñíó¹ j2 = 1, ...,m, òàêå, ùî

b1 ∈
◦
P j2 = (αj2 , βj2), òîáòî, αj2 < b1 < βj2 .

Îñêiëüêè b1 = βj1 /∈
◦
P j1 i b1 ∈

◦
P j2 , òî j1 ̸= j2.

Òîìó âñi òðè íîìåðè j0, j1 i j2 ðiçíi. Âi-
çüìåìî a2 =

max{αj2
,b0}+b1

2
, b2 = min{βj2 ; b},

I2 = [a2, b2]. Îñêiëüêè αj2 < b1 i b0 < b1, òî
max{αj2 , b0} < b1, à òîìó a1 < max{αj2 , b0} <
a2 < b1 i a2 > αj2 . Ç äðóãîãî áîêó, b2 ≤ βj2 ,
îòæå, I2 ⊆ Pj2 . Êðiì òîãî, b1 < βj2 i b1 < b,
òîìó b1 < b2. Òàêèì ÷èíîì, a1 < a2 <
b1 < b2, îòæå, âiäðiçêè I1 òà I2 íåòðèâi-
àëüíî ïåðåòèíàþòüñÿ. Îêðiì òîãî, îñêiëüêè
b0 ≤ max{αj2 , b0} < a2, òî âiäðiçêè I0 òà I2
íå ïåðåòèíàþòüñÿ. ßêùî b2 = b, òî òðiéêà
(I0, I1, I2) áóäå øóêàíèì ëàíöþæêîì, ÿêùî
æ b2 < b, òî ïîáóäîâà ïðîäîâæó¹òüñÿ.

Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ äåÿêîãî íîìåðà k >
2 âæå ïîáóäîâàíi âiäðiçêè Is = [as, bs] ïðè
s = 0, ..., k − 1, òàêi, ùî ñóñiäíi âiäðiçêè
Is òà Is+1 ïåðåòèíàþòüñÿ íåòðèâiàëüíî ïðè
s = 0, ..., k − 2, à âiäðiçêè Is òà Is+2 íå ïå-
ðåòèíàþòüñÿ ïðè s = 0, ..., k − 3. Ïðè öüîìó
âèçíà÷åíi ðiçíi íîìåðè 0 = j0, j1, ..., jj−1 ñå-
ðåä ÷èñåë 0, 1, ...,m, òàêi, ùî Is ⊆ Pjs ïðè
s = 0, ..., k− 1, as =

max{αjs ,bs−2}+bs−1

2
, bs = βjs

ïðè s = 2, ..., k − 2, bk−1 = min{βjk−1
; b} i

b0 < b1 < ... < bk−1. ßêùî bk−1 = b, òî íà-
áið (I0, ..., Ik−1) i áóäå øóêàíèì ëàíöþæêîì
âiäðiçêiâ.

Íåõàé bk−1 < b. Òîäi bk−1 ∈ [ã, b), îòæå,
iñíó¹ òàêèé íîìåð jk = 1, ...,m, ùî bk−1 ∈
◦
P jk , òîáòî αjk < bk−1 < βjk . Çà ïîáóäîâîþ
bk−1 = βjk−1

> bk−2 = βjk−2
> ... > b1 = βj1 ,

îòæå, bk−1 /∈
◦
P js ïðè s = 1, ..., k − 1. Êðiì

òîãî, jk ̸= j0 = 0, áî jk ≥ 1. Òàêèì ÷èíîì,
âñi íîìåðè j0, ..., jk ðiçíi.

Ïîêëàäåìî ak =
max{αjk

,bk−2}+bk−1

2
, bk =

min{βjk ; b} i Ik = [ak, bk]. Ïåðåâiðèìî, ùî
ak−1 < ak < bk−1 < bk. Îñêiëüêè çà ïðèïóùå-
ííÿì âiäðiçêè Ik−2 òà Ik−1 íåòðèâiàëüíî ïå-
ðåòèíàþòüñÿ, òî ak−2 < ak−1 < bk−2 < bk−1,
çîêðåìà, ak−1 < bk−2, à çíà÷èòü, ak−1 <
max{αjk , bk−2}. Àëå αjk < bk−1 i bk−2 < bk−1,
òîìó max{αjk , bk−2} < bk−1. Îòæå, ak−1 <
max{αjk , bk−2} < ak < bk−1. Äàëi bk−1 < βjk
i bk−1 < b, òîìó bk−1 < bk. Òàêèì ÷èíîì,
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ak < bk, i âiäðiçêè Ik−1 òà Ik íåòðèâiàëüíî
ïåðåòèíàþòüñÿ. Äî òîãî æ

ak > max{αjk , bk−2} ≥ bk−2,

îòæå, âiäðiçêè Ik−2 òà Ik íå ïåðåòèíàþòüñÿ.
Íàðåøòi,

αjk ≤ max{αjk , bk−2} < ak < bk ≤ βjk .

Îòæå, Ik ⊆ Pjk . Òàêèì ÷èíîì, ïîáóäîâó ìî-
æíà ïðîäîâæèòè ùå íà îäèí êðîê.

Îñêiëüêè ÷èñëî iíäåêñiâ âiäðiçêiâ Pj äî-
ðiâíþ¹ m + 1, òî ïðîöåñ ïîáóäîâè âiäðiçêiâ
Ik íå ìîæå òðèâàòè äî íåñêií÷åííîñòi, àäæå
iíäåêñè j0, ..., jk, ÿêi âèíèêàþòü ó ïîáóäîâi ¹
ðiçíèìè. Îòæå, ïðîöåäóðà çàâåðøó¹òüñÿ íà
ÿêîìóñü êðîöi n ≤ m i ìè îòðèìà¹ìî øóêà-
íèé ëàíöþæîê I0, ..., In äëÿ âiäðiçêà I.

6. Ëåìà ïðî íåñêií÷åííî äèôåðåíöi-
éîâíi ôóíêöi¨.

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f : R → R

f(x) =

{
e

1
x2−1 , |x| < 1;
0, |x| ≥ 1.

Äîáðå âiäîìî, ùî f � íåñêií÷åííî äèôåðåí-
öiéîâíà ôóíêöiÿ. Ïðè öüîìó f(x) > 0 íà
(−1, 1).

Ïîçíà÷èìî I =
+∞∫
−∞

f(x)dx =
1∫

−1

e
1

x2−1dx.

ßñíî, ùî I > 0. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ g(x) =
x∫

−∞

f(t)
I
dt. Îñêiëüêè ôóíêöiÿ f íåïåðåðâíà,

òî g′(x) = f(x)
I

≥ 0 íà R. Òîìó ôóíêöiÿ g
íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíà íà R, g çðîñòà¹
íà R, ïðè÷îìó g(x) = 0 ïðè x ≤ −1 i g(x) = 1
ïðè x ≥ 1.

Ïîçíà÷èìî ñèìâîëîì C∞(R) ïðîñòið âñiõ
íåñêií÷åííî äèôåðåíöéîâíèõ ôóíêöié h :
R → R.

Ëåìà 2. Íåõàé a, b, α, β ∈ R i a < b. Òîäi
iñíó¹ ôóíêöiÿ φ ∈ C∞(R), òàêà, ùî φ(x) = α
ïðè x ≤ a, φ(x) = β ïðè x ≥ β, i φ çðîñòà¹
ïðè α < β, ñïàäà¹ ïðè α > β òà ¹ ñòàëîþ
ïðè α = β.

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî ψ(x) = 2x−a
b−a − 1.

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî ôóíêöiÿ φ(x) = (β −
α)g(ψ(x))+α, äå g � âèùå ïîáóäîâàíà ôóí-
êöiÿ, ¹ øóêàíîþ.

7. Iñíóâàííÿ íåñêií÷åííî äèôåðåí-
öiéîâíèõ ïðîìiæíèõ ôóíêöié, ëî-
êàëüíî ñòàëèõ íà êiíöÿõ âiäðiçêà.

Òåîðåìà 4. Íåõàé (g, h) � ñòðîãà ïàðà Ãà-
íà íà I = [a, b], i γ � äîâiëüíå ÷èñëî ç iíòåð-
âàëó (g(a), h(a)). Òîäi äëÿ ïàðè (g, h) iñíó¹
ñòðîãî ïðîìiæíà C∞-ôóíêöiÿ f : I → R,
òàêà, ùî f ëîêàëüíî ñòàëà â òî÷êàõ a i b i
f(a) = γ.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ∈ (a, b]
ðîçãëÿíåìî äîâiëüíå ÷èñëî yx, òàêå, ùî
g(x) < yx < h(x), i ïîêëàäåìî ya = γ.
Îñêiëüêè ôóíêöiÿ g íàïiâíåïåðåðâíà çâåð-
õó, à h çíèçó, òî äëÿ êîæíîãî x ∈ I iñíó¹
òàêå δx > 0, ùî g(u) < yx < h(u) ïðè
u ∈ Vx = (x− 2δx, x+ 2δx) i u ∈ I.

ßêùî d = a + 2δa ≥ b, òî ñòàëà ôóíêöiÿ
f(x) = ya = γ i áóäå øóêàíîþ. Íåõàé d < b.
Ïîêëàäåìî c = a + δa. Òîäi a < c < b. Çðî-
çóìiëî, ùî âiäðiçîê [c, b] ïîêðèâà¹òüñÿ ñè-
ñòåìîþ iíòåðâàëiâ Ux = (x − δx, x + δx), äå
x ïðîáiãà¹ [c, b], àäæå x ∈ Ux äëÿ êîæíîãî
x ∈ [c, b]. Çà ëåìîþ Ãåéíå-Áîðåëÿ iñíó¹ ñêií-
÷åííå ÷èñëî òî÷îê x1, ..., xm ç âiäðiçêà [c, b],

òàêèõ, ùî [c, b] ⊆
m∪
j=1

Uxj .

Âiçüìåìî Pj = Uxj , P0 = [a, c] òà P = {Pj :
j = 0, 1, ...,m}. Çà ëåìîþ 1, iñíó¹ ëàíöþæîê
ç âiäðiçêiâ Ik = [ak, bk], k = 0, 1, ..., n, âïèñà-
íèé â ïîêðèòòÿ P , òàêèé, ùî I0 ⊆ P0, a0 = a
i bn = b. Îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíîãî k = 0, ...,m
ìà¹ìî, ùî Ik ⊆ Pjk = Uxjk ⊆ Vxjk , òî
g(u) < yxkj < h(u) íà I ∩ Ik. Íàäàëi áóäå-
ìî ïîçíà÷àòè z0 = ya = γ i yxjk = zk ïðè
k = 1, ..., n. Äëÿ íàøîãî ëàíöþæêà âèêîíó-
þòüñÿ òàêi íåðiâíîñòi:

a = a0 < a1 < b0 < a2 < b1 < ... < an <

< bn−1 < bn = b

Ïîêëàäåìî Ak = [ak, bk−1], k = 1, ..., n; B0 =
[a0, a1], Bk = [ak−1, ak+1] ïðè k = 1, ..., n −
1, Bn = [bn−1, bn]. Ìà¹ìî, ùî äëÿ êîæíîãî
k = 0, ..., n âèêîíóþòüñÿ âêëþ÷åííÿ Bk ⊆ Ik
i äëÿ êîæíîãî k = 1, ..., n � âêëþ÷åííÿ Ak =
Ik−1 ∩ Ik.

Äëÿ êîæíîãî âiäðiçêà Ak = [ak, bk−1] ïðè
k = 1, ..., n, âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó 2, ïîáó-
äó¹ìî C∞-ôóíêöiþ φk : R → R, äëÿ ÿêî¨
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φk(x) = zk−1 ïðè x ≤ ak, φk(x) = zk ïðè
x ≥ bk−1, ïðè÷îìó ôóíêöiÿ φk çðîñòà¹ ïðè
zk−1 ≤ zk i ñïàäà¹ ïðè zk−1 ≥ zk. Âèçíà-
÷èìî ôóíêöiþ f : [a, b] → R, ïîêëàäàþ÷è
f(x) = zk, ÿêùî x ∈ Bk ïðè k = 0, 1, ..., n, i
f(x) = φk(x), ÿêùî x ∈ Ak ïðè k = 1, ..., n.

Çðîçóìiëî, ùî ôóíêöiÿ f íåñêií÷åííî äè-
ôåðåíöiéîâíà, ëîêàëüíî ñòàëà ó òî÷êàõ a i b,
i f(a) = z0 = γ.

Ïîêàæåìî, ùî f ¹ ñòðîãî ïðîìiæíîþ
ôóíêöi¹þ äëÿ ïàðè (g, h) íà [a, b]. Íåõàé x ∈
[a, b]. Òîäi iñíó¹ òàêèé íîìåð k = 0, 1, ..., n,
ùî x ∈ Bk, àáî òàêèé íîìåð k = 1, ..., n, ùî
x ∈ Ak.

Ïðèïóñòèìî, ùî x ∈ Bk ïðè k = 1, ..., n−
1. Òîäi f(x) = zk = yjk i g(u) < yjk < h(u) íà
Vjk . Îñêiëüêè âiäðiçêè Ik−1 òà Ik i Ik òà Ik+1

íåòðèâiàëüíî ïåðåòèíàþòüñÿ i Ik−1 ∩ Ik+1 =
Ø, òî

ak−1 < ak < bk−1 < ak+1 < bk < bk+1,

îòæå, Bk = [bk−1, ak+1] ⊆ [ak, bk] = Ik ⊆ Vxjk
à òîìó f(x) = zk ∈ (g(x), h(x)).

Íåõàé x ∈ B0. Òîäi f(x) = z0 = ya = γ.
Àëå a = a0 < a1 < b0, òîìó

B0 = [a0, a1] ⊆ [a0, b0] = I0 ⊆ P0 = [a, c] ⊆ Va.

Îòæå f(x) = γ ∈ (g(x), h(x)).
Íàðåøòi, íåõàé x ∈ Bn. Òîäi f(x) = zn =

yjn . Àëå âiäðiçêè In−1 òà In íåòðèâiàëüíî ïå-
ðåòèíàþòüñÿ. Òîìó an−1 < an < bn−1 < bn,
îòæå,

Bn = [bn−1, bn] ⊆ [an, bn] = In ⊆ Vxjn .

Â òàêîìó ðàçi f(x) = yjn ∈ (g(x), h(x)).
Íåõàé òåïåð x ∈ Ak äëÿ äåÿêîãî k =

1, ..., n. Çà ïîáóäîâîþ g(u) < zs < h(u) íà
Is äëÿ äîâiëüíîãî s = 0, 1, ..., n. Íåõàé ck =
min{zk−1, zk} i dk = max{zk−1, zk}. Îñêiëüêè
Ak = Ik−1 ∩ Ik, òî g(x) < ck ≤ dk < h(x). Àëå
f(x) = φk(x) ∈ [ck, dk]. Òîìó g(x) < f(x) <
h(x). Òàêèì ÷èíîì, f � öå øóêàíà ôóíêöiÿ.

Çàìiíîþ t = b−x ç òåîðåìè 2 ëåãêî âèâî-
äèòüñÿ i òàêèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 5. Íåõàé (g, h) � ñòðîãà ïàðà Ãà-
íà íà I = [a, b], i γ � äîâiëüíå ÷èñëî ç iíòåð-
âàëó (g(b), h(b)). Òîäi äëÿ ïàðè (g, h) iñíó¹
ñòðîãî ïðîìiæíà C∞-ôóíêöiÿ f : I → R,

òàêà, ùî f ëîêàëüíî ñòàëà â òî÷êàõ a i b i
f(b) = γ.

Çàóâàæèìî, ùî ç ëåìè ïðî iñíóâàííÿ âïè-
ñàíîãî ëàíöþæêà âiäðiçêiâ ìîæíà âèâåñòè i
òåîðåìó 2.

8. Ïðîìiæíi ôóíêöi¨ íà ðiçíèõ ïðî-
ìiæêàõ.

Ç äîïîìîãîþ òåîðåì 2, 3, 4 i 5 ìè ìî-
æåìî çäiéñíèòè ïîáóäîâó ñòðîãî ïðîìiæíèõ
êóñêîâî ëiíiéíèõ ÷è C∞-ôóíêöié íà äîâiëü-
íèõ ïðîìiæêàõ ÷èñëîâî¨ ïðÿìî¨.

Òåîðåìà 6. Íåõàé I = [a, b) � äîâiëüíèé
âiäêðèòèé ñïðàâà ïðîìiæîê â R, ñêií÷åííèé
÷è íåñêií÷åííèé, (g, h) � ñòðîãà ïàðà Ãàíà
íà I i g(a) < γ < h(a). Òîäi iñíó¹ ñòðîãî
ïðîìiæíà äëÿ ïàðè (g, h) íåñêií÷åííî äèôå-
ðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ f : I → R, òàêà, ùî
f(a) = γ i f � ëîêàëüíî ñòàëà ó òî÷öi a.

Äîâåäåííÿ. Ëåãêî ïîáóäóâàòè òàêó ñòðî-
ãî çðîñòàþ÷ó ïîñëiäîâíiñòü òî÷îê bn ∈ (a, b),
ùî lim

n→∞
bn = b. Äëÿ îäíîìàíiòíîñòi ïîçíà-

÷åíü ïîêëàäåìî b0 = a. Çà òåîðåìîþ 3
iñíó¹ òàêà C∞-ôóíêöiÿ f1 : [b0, b1] → R, ùî
f1(b0) = γ, ïðè÷îìó f1 ëîêàëüíî ñòàëà íà
êiíöÿõ âiäðiçêà [b0, b1] i ¹ ñòðîãî ïðîìiæíîþ
äëÿ ñòðîãî¨ ïàðè Ãàíà (g|[b0,b1], h|[b0,b1]). Íà
äðóãîìó êðîöi áóäó¹ìî òàêó C∞-ôóíêöiþ
f2 : [b1, b2] → R, ùî f2(b1) = f1(b1), ïðè÷î-
ìó âîíà ¹ ëîêàëüíî ñòàëîþ íà êiíöÿõ âiäðiç-
êà [b1, b2], i ¹ ñòðîãî ïðîìiæíîþ äëÿ ñòðîãî¨
ïàðè Ãàíà (g|[b1,b2], h|[b1,b2]).

Ïðîäîâæóþ÷è öåé ïðîöåñ äî íåñêií÷åí-
íîñòi, ìè ïîáóäó¹ìî äëÿ êîæíîãî íîìåðà n ∈
N òàêó C∞-ôóíêöiþ fn : [bn−1, bn] → R, ùî
ëîêàëüíî ñòàëi íà êiíöÿõ âiäðiçêà [bn−1, bn], i
fn(bn−1) = fn−1(bn−1) òà ¹ ñòðîãî ïðîìiæíîþ
äëÿ ñòðîãî¨ ïàðè Ãàíà (g|[bn−1,bn], h|[bn−1,bn]).

Ïîêëàäåìî f(x) = fn(x) íà [bn−1, bn], äå
n � äîâiëüíèé íîìåð. Öèìè óìîâàìè êîðå-
êòíî âèçíà÷à¹òüñÿ C∞-ôóíêöiÿ f : I → R,
ÿêà i áóäå ñòðîãî ïðîìiæíîþ äëÿ ñòðîãî¨ ïà-
ðè Ãàíà (g, h) íà I, ïðè÷îìó f(a) = γ i f ¹
ëîêàëüíî ñòàëîþ â òî÷öi a.

Òàê ñàìî ç òåîðåìè 4 ëåãêî âèâîäèòüñÿ
òàêèé ðåçóëüòàò, ÿêèé ìîæíà îòðèìàòè i ç
òåîðåìè 6 âiäïîâiäíîþ çàìiíîþ.

Òåîðåìà 7. Íåõàé I = (a, b] � äîâiëü-
íèé âiäêðèòèé çëiâà ïðîìiæîê, ñêií÷åííèé
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÷è íåñêií÷åííèé, (g, h) � ñòðîãà ïàðà Ãà-
íà íà I i g(b) < γ < h(b). Òîäi iñíó¹ ñòðî-
ãî ïðîìiæíà äëÿ ïàðè (g, h) íåñêií÷åííî äè-
ôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ f : I → R, òàêà, ùî
f(b) = γ i f ëîêàëüíî ñòàëà â òî÷öi b.

Ç òåîåðåì 6 i 7 ëåãêî ëåãêî âèâîäèòüñÿ:
Òåîðåìà 8. Íåõàé I = (a, b) � äîâiëüíèé

iíòåðâàë â R, ñêií÷åííèé ÷è íåñêií÷åííèé,
x0 ∈ I, (g, h) � ñòðîãà ïàðà Ãàíà íà I, i
g(x0) < y0 < h(x0). Òîäi iñíó¹ ñòðîãî ïðîìi-
æíà äëÿ ïàðè (g, h) íåñêií÷åííî äèôåðåíöi-
éîâíà ôóíêöiÿ f : I → R, òàêà, ùî f(x0 = y0.

Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìàìè 6 i 7 iñíóþòü
C∞-ôóíêöi¨ f− : (a, x0] → R i f+ : [x0, b) →
R, ÿêi ¹ ñòðîãî ïðîìiæíèìè äëÿ ñòðîãèõ ïàð
Ãàíà (g|(a,x0], h|(a,x0]) i (g|[x0,b), h|[x0,b)) âiäïî-
âiäíî i f−(x0) = y0 = f+(x0), f− òà f+ ëî-
êàëüíî ñòàëi â òî÷öi x0. Òîäi ôóíêöiÿ f :
I → R, äëÿ ÿêî¨ f(x) = f−(x) íà (a, x0] i
f(x) = f+(x) íà [x0, b) áóäå øóêàíîþ.

Ôóíêöiþ f : [a, b) → R /f : (a, b] → R/
ìè íàçèâà¹ìî êóñêîâî ëiíiéíîþ, ÿêùî iñíó¹
òàêà ñòðîãî çðîñòàþ÷à /ñïàäíà/ ïîñëiäîâ-
íiñòü òî÷îê (xn)

∞
n=0, ùî x0 = a /x0 = b/,

lim
n→∞

xn = b / lim
n→∞

xn = a/ i âñi çâóæåííÿ

f |[xn,xn+1] /f |[xn+1,xn]/ ¹ ëiíiéíèìè.
Ôóíêöiþ f : (a, b) → R ìè íàçèâàòèìå-

ìî êóñêîâî ëiíiéíîþ, ÿêùî iñíó¹ òàêà äâî-
ñòîðîííÿ ïîñëiäîâíiñòü (xn)n∈Z òî÷îê xn ç
iíòåðâàëó (a, b), ùî xn < xn+1 äëÿ êîæíîãî
n ∈ Z, lim

n→+∞
xn = b, lim

n→−∞
xn = a, i çâóæåííÿ

f |[xn,xn+1] ¹ ëiíiéíîþ ôóíêöi¹þ äëÿ êîæíîãî
n ∈ Z.

Àíàëîãi÷íi òâåðäæåííÿ ñïðàâåäëèâi i â
òîìó âèïàäêó, êîëè I � äîâiëüíèé ïðîìi-
æîê.

Òàê ñàìî ÿê òåîðåìà 6 íà îñíîâi òåîðåì 2
i 3, ëåãêî âñòàíîâëþþòüñÿ òàêi ðåçóëüòàòè.

Òåîðåìà 9. Äëÿ äîâiëüíî¨ ñòðîãî¨ ïàðè Ãà-
íà (g, h) íà ïðîìiæêó I = [a, b) i ÷èñëà γ,
äëÿ ÿêîãî g(a) < γ < h(a), iñíó¹ òàêà ñòðî-
ãî ïðîìiæíà äëÿ ïàðè (g, h) êóñêîâî ëiíiéíà
ôóíêöiÿ f : I → R, ùî f(a) = γ.

Òåîðåìà 10. Äëÿ äîâiëüíî¨ ñòðîãî¨ ïàðè
Ãàíà (g, h) íà ïðîìiæêó I = (a, b] i ÷èñëà γ,
äëÿ ÿêîãî g(b) < γ < h(b), iñíó¹ òàêà ñòðî-
ãî ïðîìiæíà äëÿ ïàðè (g, h) êóñêîâî ëiíiéíà
ôóíêöiÿ f : I → R, ùî f(b) = γ.

Òåîðåìà 11. Íåõàé I = (a, b) äîâiëüíèé
iíòåðâàë â R, ñêií÷åííèé ÷è íåñêií÷åííèé,
x0 ∈ I, (g, h) � ñòðîãà ïàðà Ãàíà íà I, i
g(x0) < y0 < h(x0). Òîäi iñíó¹ ñòðîãî ïðîìi-
æíà äëÿ ïàðè (g, h) êóñêîâî ëiíiéíà ôóíêöiÿ
f : I → R, òàêà, ùî f(x0) = y0.

9. Ïðèêëàäè.
Ïîêàæåìî, ùî êîëè g(x) = h(x) õî÷à á

â îäíié òî÷öi, òî ïðîìiæíi êóñêîâî ëiíiéíi
÷è íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíi ôóíêöi¨ ìî-
æóòü íå iñíóâàòè.

Ïðèêëàä 1. Äëÿ òî÷îê xn = 1
n
ç âiäðiç-

êà [0, 1] ïîáóäó¹ìî ôóíêöi¨ g : [0, 1] → R i
h : [0, 1] → R, ïîêëàäàþ÷è g(0) = h(0) = 0,
g(xn) = −2xn

3
i h(xn) = −xn

3
, ÿêùî n ïàðíå,

g(xn) = xn
3
i h(xn) = 2xn

3
, ÿêùî n íåïàðíå,

i ââàæàþ÷è, ùî ôóíêöi¨ g i h ëiíiéíi íà êî-
æíîìó âiäðiçêó [xn+1, xn].

Ìà¹ìî, ùî g(0) = h(0) i g(x) < h(x) íà
(0, 1]. Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî ôóíêöi¨ g i h íå-
ïåðåðâíi. Ïîêàæåìî, ùî äëÿ ïàðè Ãàíà (g, h)
íà [0, 1] íå iñíó¹ ïðîìiæíî¨ êóñêîâî ëiíiéíî¨
ôóíêöi¨. Ñïðàâäi, íåõàé f : [0, 1] → R � ïðî-
ìiæíà ôóíêöiÿ äëÿ ïàðè (g, h). Ïîêàæåìî,
ùî íà êîæíîìó âiäðiçêó [xn+2, xn] ôóíêöiÿ
f íå ìîæå áóòè ëiíiéíîþ. ßêùî n ïàðíå, òî

f(xn) ≤ h(xn) = −xn
3
< 0 <

<
xn+1

3
= g(xn+1) ≤ f(xn+1)

i
f(xn+2) ≤ h(xn+2) = −xn+2

3
< 0 <

<
xn+1

3
= g(xn+1) ≤ f(xn+1),

îòæå, f(xn) < f(xn+1) i f(xn+1) > f(xn+2),
à xn+2 < xn+1 < xn. Òàêèì ÷èíîì, ôóí-
êöiÿ f íå ¹ ìîíîòîííîþ íà In, à çíà÷èòü,
íå ¹ i ëiíiéíîþ íà In. ßêùî n íåïàðíå, òî
f(xn+1) < f(xn) i f(xn+2) > f(xn+1) i çíîâó
f íå ìîíîòîííà, à òîìó i íå ëiíiéíà íà In.

Òåïåð çðîçóìiëî, ùî f íå ìîæå áóòè êó-
ñêîâî ëiíiéíîþ íà [0, 1], iíàêøå á iñíóâàëî
òàêå ÷èñëî c ∈ (0, 1), ùî f ëiíiéíà íà [0, c],
àëå xn → 0, òîìó ïðè äîñòàòíüî âåëèêèõ n
âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi 0 < xn+2 < xn < c,
à òîäi In ⊆ [0, c] i f ëiíiéíà íà In, ùî íåìî-
æëèâî.
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Ïðèêëàä 2. Âiçüìåìî g(x) = |x|, h(x) =
2|x|. Ïîêàæåìî, ùî íå iñíó¹ ïðîìiæíî¨ äè-
ôåðåíöiéîâíî¨ ôóíêöi¨ äëÿ ïàðè (g, h) íà
[−1, 1].

Íåõàé òàêà ôóíêöiÿ f iñíó¹. Òîäi ïðè
∆x > 0:

|∆x|
∆x

=
g(∆x)

∆x
≤ f(∆x)

∆x
≤ h(∆x)

∆x
=

2|∆x|
∆x

.

Îòæå, lim
∆x→+0

∆x
∆x

≤ lim
∆x→+0

f(∆x)
∆x

≤ lim
∆x→+0

2∆x
∆x
.

Çâiäêè 1 ≤ f ′(0) ≤ 2.
Ç iíøîãî áîêó, |∆x|

∆x
≥ f(∆x)

∆x
≥ 2|∆x|

∆x
ïðè

∆x < 0, à îòæå, lim
∆x→−0

|∆x|
∆x

≥ lim
∆x→−0

f(∆x)
∆x

≥

lim
∆x→−0

2|∆x|
∆x

çâiäêè, −1 ≥ f ′(0) ≥ −2.

Îòðèìàíà ñóïåðå÷íiñòü ïîêàçó¹, ùî ïðî-
ìiæíî¨ äèôåðåíöiéîâíî¨ ôóíêöi¨ äëÿ ïàðè
(g, h) íà [−1, 1] íå iñíó¹.
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