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МАТЕМАТИЧНИЙ АНАЛIЗ SIR МОДЕЛЕЙ ЕПIДЕМIОЛОГIЧНИХ

ПРОЦЕСIВ

Наведено базовi припущення та структуру узагальненої епiдемiологiчної SIR моделi.
Дослiджено ряд якiсних властивостей SIR моделi: iснування розв’язку початкової задачi,
аналiз динамiки здорових, iнфiкованих та одужавших осiб, якi дозволяють зробити ви-
сновки про поведiнку пандемiї на макрорiвнi. Дослiджено граничнi властивостi розв’язкiв
SIR моделi, одержано спiввiдношення яке дозволяє оцiнити максимальне число можливих
iнфiкованих осiб.
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Вступ

Складнiсть та рiзноманiтнiсть процесiв, що вiдбуваються у живих органiзмах, ча-
сто перевищують можливостi отримати повний та докладний опис їх функцiонування.
Враховуючи цю обмеженiсть при розробцi нових методiв дослiдження та дiагностики
процесiв, часто звертаються до замiни реального об’єкта дослiдження (оригiналу) iн-
шим, схожим об’єктом (моделлю). За допомогою моделi можна моделювати та вивчати
найрiзноманiтнiшi процеси, змiнюючи часовi масштаби, встановлюючи рiзнi початковi
умови, змiнюючи характеристики об’єкта дослiдження та впливи на нього. Це дозволяє
спостерiгати та аналiзувати, як змiни впливають на систему та якi результати можуть
бути отриманi.

Поширення iнфекцiйних захворювань являє собою складне явище з великою кiль-
кiстю непередбачуваних факторiв. Створення математичних моделей поширення iнфе-
кцiй є важливим елементом для дослiдження складної динамiки захворювання. У цiй
роботi ми розглядатимемо версiю SIR моделi Кермака–Маккендрiка, представлену в
багатьох класичних виданнях [1, 2, 3, 4], як прототип моделi iнфекцiйної хвороби в якiй
адаптована Мальтузiанська модель зростання популяцiї.
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Поширеним пiдходом для моделювання процесiв у епiдемiологiї є iмiтацiйне моде-
лювання за допомогою мультиагентного методу, який забезпечує можливiсть експери-
ментувати з параметрами моделi та отримати рiзнi сценарiї розвитку подiй [5, 6, 7].

Дослiдження SIR моделей у виглядi системи диференцiйних рiвнянь дозволяє опи-
сати поведiнку динамiки захворювання на макрорiвнi зберiгаючи високий рiвень аб-
страгування [8, 9, 10, 11].

1 Побудова математичних моделей епiдемiологiї

У найпростiших SIR моделях здiйснюються базовi припущення, наприклад, що ко-
жен має однаковi шанси пiдхопити вiрус вiд iнфiкованої людини, оскiльки популяцiя
iдеально i рiвномiрно змiшана, i що всi люди з хворобою однаково заразнi, поки не
помруть або не одужають.

Згiдно класичної SIR моделi є набiр агентiв, якi рухаються i тим самим iмiтують мi-
сто. Населення в моделi дiлиться на три групи в залежностi вiд статусу: S (suspectible)
– здоровий i сприйнятливий до хвороби (особи, якi ще не пiддавалися цьому захво-
рюванню i, отже, ризикують заразитися), I (infected) – iнфiкований (це тi, хто зараз є
носiями хвороби та можуть передати її iншим), R (recovered) – особи, що вже перенесли
iнфекцiю та виробили iмунiтет, тому вони бiльше не можуть пiдхопити чи поширити
хворобу. В данiй задачi люди переходять iз фази у фазу поступово

S → I → R.

Ця базова модель iнфекцiйного захворювання має багато рiзних модифiкацiй та
базується на рядi припущень щодо швидкостей змiни агентiв у видiлених групах [12]:

1. Змiна чисельностi сприйнятливих осiб S пропорцiйна до кiлькостi контактiв мiж
сприйнятливими особами та iнфiкованими.

2. Змiна чисельностi iнфiкованих осiб I залежить вiд швидкостi iнфiкування осiб S

та швидкостi одужання осiб I.
3. Змiна чисельностi осiб, що одужали R пропорцiйна чисельностi iнфiкованих осiб

I.
Кiлькiсть осiб у кожному з цих класiв змiнюється з часом, тобто S(t), I(t) i R(t) є

функцiями часу t. Загальний розмiр популяцiї припускаємо N є сумою кiлькостей осiб
цих трьох класiв

N = S(t) + I(t) +R(t).

Одержимо диференцiальнi рiвняння, якi описують динамiку осiб в кожному класi,
якi вперше були отриманi Кермаком i Маккендрiком в роботi [13]. Для цього будемо
розглядати як чисельнiсть осiб змiнюється з часом.

Коли сприйнятлива до захворювання особа вступає в контакт з iнфекцiйною то ця
сприйнятлива особа з певною ймовiрнiстю заражається i переходить iз класу сприйня-
тливих до класу iнфiкованих. Сприйнятлива популяцiя зменшується за одиницю часу
на всiх iндивiдiв, якi iнфiкуються за цей час. При цьому клас iнфекцiйних збiльшується
на стiльки ж нових iнфiкованих осiб. Кiлькiсть осiб, якi iнфiкуються за одиницю часу в
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епiдемiологiї, називається швидкiстю захворюваностi, та характеризує швидкiсть змiни
класу сприйнятливих осiб S(t).

Розглянемо представника класу I(t) (заражена особа) i будемо припускати, що cN

кiлькiсть контактiв цього представника за одиницю часу є пропорцiйна загальнiй чи-
сельностi популяцiї з показником пропорцiйностi c. Оскiльки S/N – це iмовiрнiсть того,
що вiдбувся контакт iз сприятливою особою, тодi cS – це кiлькiсть контактiв iз сприя-
тливими особами, яку здiйснює один представник класу I(t) за одиницю часу.

Припустимо, що p – це iмовiрнiсть того, що контакт сприятливої особи iз iнфiкова-
ною особою призведе до її зараження. Позначивши

β = cp

маємо, що βS – це кiлькiсть сприятливих осiб, що будуть iнфiкованi однiєю особою iз
класу I(t) за одиницю часу. Тодi βSI – це кiлькiсть усiх iнфiкованих осiб за одиницю
часу.

Таким чином дiстаємо таке диференцiальне рiвняння, що описує динамiку в класi
S:

dS(t)

dt
= −βIS. (1)

Сприйнятливi особи, що iнфiкувалися, переходять до класу I, в той же час особи, що
одужали, покидають клас I та переходять в клас R. Нехай α – це частка iнфiкованих
осiб, що одужали за одиницю часу, тодi маємо диференцiальнi рiвняння, що описують
динамiку в класах iнфiкованих осiб I:

dI(t)

dt
= βIS − αI, (2)

та в класi осiб, що перенесли iнфекцiю i одужали

dR(t)

dt
= αI. (3)

Таким чином, одержали систему диференцiальних рiвнянь

dS(t)

dt
= −βIS,

dI(t)

dt
= βIS − αI,

dR(t)

dt
= αI,

(4)

яка вiдома в лiтературi як SIR модель Кермака–Маккендрiка [1]-[4], [8]-[13].

2 Iснування та єдинiсть розв’язку SIR моделi

Введемо позначення

x =

 S

I

R

 , f =

 f1
f2
f3

 =

 −βIS

βIS − αI

αi

 . (5)
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Тодi систему диференцiальних рiвнянь (4) запишемо у виглядi

dx

dt
= f(x). (6)

Встановимо одну допомiжну нерiвнiсть для векторної функцiї

f(x) = (f1 (x1, . . . , xn) , . . . , fn (x1, . . . , xn)) ,

що визначено на випуклiй множинi x ∈ D.

Лема. Якщо справджуються нерiвностi∥∥∥∥∂fi (x1, . . . , xn)

∂xj

∥∥∥∥ ≤ K, i, j = 1, n, x ∈ D, K > 0, (7)

тодi має мiсце нерiвнiсть

∥f(x)− f(y)∥ ≤ n
3
2K∥x− y∥, x, y ∈ D. (8)

Доведення. Нехай x, y ∈ D, введемо вiдрiзок, що їх з’єднує

u(t) = y + t(x− y).

Якщо 0 ≤ t ≤ 1, то u(t) пробiгає вiдрiзок, що з’єднує точки x та y, оскiльки множина
D випукла. Застосуємо формулу Лагранжа

fi(x)− fi(y) = fi(u(1))− fi(u(0)) =
dfi(u(t))

dt

∣∣∣∣
t=0

.

Для похiдної
dfi(u(t))

dt
маємо спiввiдношення

dfi(u(t))

dt
=

n∑
k=1

∂fi (ui(t), . . . , un(t))

∂xk

· duk(t)

dt
=

n∑
k=1

∂fi (ui(t), . . . , un(t))

∂xk

(xk − yk) .

Отже,

|fi(x)− fi(y)| ≤
n∑

k=1

K |xk − yk| ≤ nK∥x− y∥.

Тепер одержуємо потрiбну нерiвнiсть

∥f(x)− f(y)∥ =

[
n∑

i=1

[
f i(x)− f i(y)

]2] 1
2

≤

[
n∑

i=1

n2K2∥x− y∥2
] 1

2

=

=
(
n3K2∥x− y∥2

) 1
2 = n

3
2K∥x− y∥.

Наслiдок 1. Якщо частиннi похiднi функцiї f(x) = (f1 (x1, . . . , xn) , . . . , fn (x1, . . . , xn))

обмеженi на випуклiй множинi D, то ця функцiя є локально Лiпшицевою в довiльному
обмеженому цилiндрi, що мiститься в D.
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Дiйсно, iз нерiвностi (8) маємо

∥f(x)− f(y)∥ ≤ L∥x− y∥,

де L = n
3
2K, тобто виконується умова Лiпшиця.

Наслiдок 2. ([14] Теорема 5.6) Якщо функцiя f(x) є локально лiпшицевою на випуклiй
множинi D, тодi iснує єдиний розв’язок задачi Кошi для рiвняння (6).

Повертаємось тепер до SIR моделi (4).
Враховуючи позначення (5), можемо виписати Якобiан для функцiї f(x): ∂f1

∂S
∂f1
∂I

∂f1
∂R

∂f2
∂S

∂f2
∂I

∂f2
∂R

∂f3
∂S

∂f3
∂I

∂f3
∂R

 =

 −βi −βS 0

βi βS − α 0

0 α 0

 . (9)

Оскiльки Якобiан складається iз лiнiйних функцiй змiнних S, I, R, то вони є непе-
рервними, а отже i обмеженими на обмеженiй множинi D. Тодi функцiя f , визначена
спiввiдношенням (5), є локально Лiпшицевою.

На пiдставi наслiдка 2 одержуємо наступне твердження про iснування розв’язку для
системи диференцiальних рiвнянь (4).

Теорема. Розв’язок початкової задачi для SIR моделi Кермака–Маккендрiка (4) iснує
та єдиний.

3 Математичнi властивостi SIR моделi

Модель епiдемiї Кермака–Маккендрiка (4) – це система нелiнiйних диференцiальних
рiвнянь iз специфiчною динамiкою розв’язкiв. У роботах [8]-[10] представлено набли-
ження аналiтичних розв’язкiв, виходячи з їх iнтегральних зображень.

У попередньому пiдпунктi встановлено, що розв’язки моделi (4) iснують локально,
хоча очевидно, що система (4) має глобальний розв’язок.

Позначимо через N загальний об’єм популяцiї в початковий момент часу

N = S(0) + I(0) +R(0).

Додавши всi три рiвняння системи (4), маємо

dN(t)

dt
=

dS(t)

dt
+

dI(t)

dt
+

dR(t)

dt
= 0.

Отже, N(t) є сталою, яка дорiвнює своєму початковому значенню: N(t) = N .

Оскiльки
dS(t)

dt
< 0 для всiх t, то кiлькiсть осiб, сприятливих до захворювання,

завжди зменшується, незалежно вiд початкової умови S(0).
Так як S(t) є монотонно спадною i додатною функцiєю, то iснує [15]

lim
t→∞

S(t) = S∞.
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Оскiльки
dR(t)

dt
> 0 для всiх t, то число осiб, що одужали, завжди монотонно зростає,

незалежно вiд початкових умов. Таким чином, R(t) монотонна i обежена функцiя, тодi
iснує

lim
t→∞

R(t) = R∞.

З iншого боку, число iнфiкованих I(t) може мати немонотонну поведiнку, спочатку
збiльшуватись до деякого максимального рiвня, а потiм зменшуватись до нуля.

На початку вiдбувається збiльшення числа iнфiкованих I(t), якщо

dI(0)

dt
= (βS(0)− α)I(0) > 0. (10)

Таким чином, необхiдною i достатньою умовою збiльшення кiлькостi iнфiкованих є

βS(0)− α > 0,

або
βS(0)

α
> 1. (11)

Щоб оцiнити межi граничних значень S∞ та R∞, розглянемо систему рiвнянь

dS(t)

dt
= −βIS,

dR(t)

dt
= αI.

(12)

Роздiливши рiвняння одне на друге, одержимо

dS

dR
= −β

α
S.

Розв’язуючи одержане рiвняння, маємо

S = S(0)e−
β
α
R ≥ S(0)e−

β
α
N > 0.

Ми бачимо, що не всi сприйнятливi особи захворiють. Цей факт пiдтверджується
спостереженнями, зробленими пiд час пандемiї COVID-19.

Проiнтегрувавши перше рiвняння системи (12)
∞∫
0

S ′(t)dt = −β

∞∫
0

S(t)I(t)dt.

Одержимо

S(0)− S∞ = β

∞∫
0

S(t)I(t)dt > βS∞

∞∫
0

I(t)dt.

Iз останньої нерiвностi, оскiльки
∞∫
0

I(t)dt збiжний, то

lim
t→∞

I(t) = 0.
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Таким чином, це означає, що епiдемiя з часом спадає i закiнчується.
Зауважимо, що змiнна R(t) не входить у першi два рiвняння системи (4). Тому

спочатку розглянемо тiльки першi два рiвняння для змiнних S(t) та I(t).

dS(t)

dt
= −βIS,

dI(t)

dt
= βIS − αI.

(13)

Змiнну R(t) можна буде отримати iз спiввiдношення

R(t) = N − S(t)− I(t). (14)

Подiливши друге рiвняння системи (13) на перше, дiстаємо

dI(t)

dS(t)
=

βIS − αI

−βSI
= −1 +

α

βS
.

Роздiливши змiннi, маємо

dI(t) =

(
−1 +

α

βS

)
dS.

Iнтегруючи тепер, дiстаємо

I(t) = −S(t) +
α

β
lnS(t) + C,

де C – довiльна стала.
Таким чином, орбiти розв’язку заданi неявно

I + S − α

β
lnS(t) = C. (15)

Припустимо, що початковi умови S0 = S(0) та I0 = I(0) заданi. Ми також маємо, що
lim
t→∞

I(t) = 0, a S∞ = lim
t→∞

S(t) визначає кiлькiсть сприйнятливих осiб на кiнець епiдемiї.
Спiввiдношення (15) вiрне для точок (S0, I0) та (S∞, 0). Тодi

I0 + S0 −
α

β
lnS0 = S∞ − α

β
lnS∞.

Iз останньої рiвностi одержуємо

β

α
=

ln S0

S∞

S0 + I0 − S∞
. (16)

Оскiльки функцiя S(t) є спадною, то

S∞ < S0 + I0.

Неявне спiввiдношення (15) дозволяє нам оцiнити максимальну кiлькiсть iнфiкова-

них осiб. Це досягається, коли
dI(t)

dt
= 0, тобто

S =
α

β
. (17)
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Тепер у спiввiдношеннi

I + S − α

β
lnS = I0 + S0 −

α

β
lnS0,

замiнюючи S виразом (17), одержуємо максимальну кiлькiсть iнфiкованих, що може
досягатися при епiдемiї

Imax = −α

β
+

α

β
ln

α

β
+ S0 + I0 −

α

β
lnS0. (18)

Якщо на практицi можна оцiнити Imax, то можна спрогнозувати, коли почне змен-
шуватися пiк епiдемiї.

Зауваження. Вiдзначимо, що дослiджена в цьому пунктi SIR модель є дещо спроще-
ною. Вона не враховує таких факторiв як народжуванiсть та смертнiсть, передбачає
добру змiшуванiсть популяцiї та її закритiсть.

В основi цих моделей є система диференцiйних рiвнянь, яка описує поведiнку дина-
мiки захворювання на макрорiвнi зберiгаючи високий рiвень абстрагування вiд реаль-
ностi. При цьому не враховуються iндивiдуальнi властивостi об’єктiв, оскiльки процес
поширення iнфекцiї дискретний та неможливо передбачити наслiдки системи обмежу-
вальних заходiв, якi активно впроваджуються.

Перевагою цiєї SIR моделi є те, що вона достатньо адекватно описує поведiнку епi-
демiологiчних процесiв на макрорiвнi. Простота моделi SIR полегшує її як числове так
i аналiтичне дослiдження, але також, ймовiрно, надто спрощує складнi процеси захво-
рювання.
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The construction of mathematical models of infection spread is an important element in the
study of complex disease dynamics. In the paper, we investigating the classical mathematical
SIR (Susceptible-Infected-Recovered) model of Kermack-McKendrick, in which a population
is divided into three distinct groups: susceptible individuals who can contract the infection
(S), infected individuals who carry the disease (I), and recovered individuals who are no longer
infectious (R). The simplest SIR models rely on fundamental assumptions, such as that everyone
has the same chance of contracting the infection from an infected person due to the population
being perfectly and evenly mixed, and that all infected individuals are equally contagious until
they recover or die.

The conditions for local Lipschitz continuity of the right-hand sides of the considered
mathematical models are investigated. Based on this, it is established that the classical Kermack–
McKendrick SIR model, which describes the dynamics of the disease at the macro level, has a
unique solution. The limit properties of the SIR model solutions are also investigated, and a
relationship is derived that allows estimating the maximum possible number of infected indi-
viduals.


