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ЗАДАЧА З НЕЛОКАЛЬНИМИ ПСЕВДОДИФЕРЕНЦIАЛЬНИМИ
УМОВАМИ ДЛЯ ПАРАБОЛIЧНИХ ПСЕВДОДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ

РIВНЯНЬ
Встановлена теорема про розв’язнiсть нелокальної багатоточкової задачi для параболiч-

них псевдодиференцiальних рiвнянь з негладкими символами i з псевдодиференцiальними
нелокальними умовами.

We prove a theorem on the solvability of a nonlocal multipoint problem for parabolic pseudo-
differential equations with nonsmooth symbols and pseudodifferential nonlocal conditions.

Дослiдження iнтегродиференцiальних
операторiв Кельдерона i Зигмунда (що є
лiнiйною комбiнацiєю частинних похiдних з
коефiцiєнтами – сингулярними iнтегральни-
ми операторами) призвело до змiни теорiї,
в якiй перетворення Фур’є витiснило син-
гулярнi iнтеграли, а самi оператори почали
називатися псевдодиференцiальними опе-
раторами (ПДО). Рiвняння, що поряд з
диференцiюваннями по однiй групi змiнних
мiстять ПДО по iншiй групi змiнних часто
називають просто псевдодиференцiальними
рiвняннями (ПДР), причому ПДО харак-
теризуються своїм символом аналогiчно
тому, як диференцiальнi оператори ха-
рактеризуються своєю характеристичною
формою.

На сьогоднi особливої уваги заслуговує
теорiя ПДР з негладкими символами, за-
родження якої пов’язують з дослiдженням
простiших рiвнянь, що мiстять дробовий
степiнь оператора Лапласа (−∆)α/2 [1], iдея
реалiзацiї якого на функцiю f ∈ S особли-
во прозора в образах Фур’є: (−∆)α/2f =
F−1[|ξ|αF [f ]]. Ця формула є мало придат-
ною для f ∈ L1(Rn), але завдяки форму-
лi про дiю перетворення Фур’є на згортку
F [f∗ϕ] = F [f ]·F [ϕ] та появi теорiї розподiлiв
Шварца її можна формалiзувати до бiльш
зручної форми (−∆)α/2f = F−1[|ξ|α] ∗ f .
Якщо операцiю F−1 розумiти у сенсi уза-
гальнених функцiй, то F−1[|ξ|2] описане в
[2, 3]. При Reα > 0 ця функцiя є локально
iнтегровною. Згортку з цiєю функцiєю на-

зивають потенцiалом Рiсса, а саму функцiю
– рiссовим ядром. Оскiльки при Reα > 0 по-
тенцiал Рiсса має порядок особливостi, бiль-
ший нiж розмiрнiсть простору Rn, то йо-
го називають гiперсингулярним iнтегралом
i вiн завжди потребує регуляризацiї шля-
хом вiднiмання ряду Тейлора функцiї f , або
взяття її скiнченної рiзницi.

Випадок однорiдних символiв має важли-
вi застосування в теорiї випадкових проце-
сiв. Наприклад, ПДО Рiсса з символом |ξ|γ,
ξ ∈ Rn, 0 < γ < 1, є твiрним оператором
симетричного стiйкого процесу [4, 5].

Теорiя ПДО з негладкими символами має
своє застосування i в сучаснiй теорiї фрак-
талiв. У [6] та цитованих там працях Р.Р. Нi-
гматулiна, М.М. Джрбашяна та А.Б. Нерсе-
сяна йдеться про дослiдження дифузiйних
процесiв у фрактальних середовищах зав-
дяки еволюцiйним рiвнянням дробового по-
рядку з негладкими символами.

Дослiдження лiнiйних ППДР зi сталими
однорiдними негладкими в нулi символами
було розпочате С.Д. Ейдельманом i Я.М.
Дрiнем в [7] i продовжене в [8–10]. Точну
асимптотичну поведiнку фундаментального
розв’язку (ФР) в околi нескiнченно вiдда-
лених точок було встановлено М.В. Федо-
рюком [11] i з’ясовано, що вона не є експо-
ненцiальною, як у випадку параболiчних ди-
ференцiальних рiвнянь з частинними похiд-
ними, а степеневою. Методика дослiдження
властивостей ФР, яка використовувалася в
зазначених працях, своєю специфiкою на-
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кладає обмеження на порядок однорiдностi
γ головного символу рiвняння: γ > 1 при
n > 1, γ = 1 при n = 1.

А.Н. Кочубей [4, 5] вперше одержав то-
чнi оцiнки параметрикса задачi Кошi для
лiнiйних ППДР з символами певної гладко-
стi поза початком координат, залежними вiд
часу та просторової змiнної у випадку, ко-
ли n > 1 та γ ≥ 1. В.А. Лiтовченко у пра-
цi [12], розвиваючи iдею А.Н. Кочубея [4, 5]
встановлює аналогiчнi оцiнки для γ > 0 за
умови нескiнченної диференцiйовностi сим-
волiв поза початком координат, залежних
вiд часової змiнної. В [4,5] доведено теорему
про розв’язнiсть задачi Кошi в класах фун-
кцiй з певним степеневим зростанням при
|x| → ∞, а також встановлено аналог прин-
ципу максимуму, завдяки якому доведено
теорему про єдинiсть розв’язку задачi Кошi
в класах невiд’ємних спадких функцiй.

В.В. Городецьким в [13] будується спецi-
альний простiр Φ основних функцiй, що по-
роджується властивостями ФР вiдповiдно-
го рiвняння, який належить Φ при кожному
t > 0. Для задачi Кошi з початковими дани-
ми iз простору Φ′ встановлюється її корек-
тна розв’язнiсть у просторi Φ′, доводиться
принцип локалiзацiї та властивiсть слабкої
стабiлiзацiї розв’язку задачi Кошi. Зазначе-
на схема дослiдження задачi Кошi та одер-
жанi результати поширюються в [14] на ви-
падок рiвняння полiномiального вигляду.

Дослiдженню нелокальних задач для рiв-
нянь iз частинними похiдними придiляється
велика увага, адже багато задач теорiї фiзи-
ки плазми, вологопереносу, коливання рiз-
них систем, поширення електромагнiтних
хвиль та iн. моделюються такими задача-
ми. Переважно випадки коректно поставле-
них задач вивчали в рiзних аспектах О.О.
Дезiн, В.К. Романко, А.В. Бiцадзе, О.А. Са-
марський, О.Л. Скубачевський, М.I. Матiй-
чук. Задачi з нелокальними умовами взагалi
є умовно коректними, а їх розв’язнiсть у ба-
гатьох випадках пов’язана з проблемою ма-
лих знаменникiв. Саме такi задачi вивчали-
ся у школi Б.Й. Пташника i результати пiд-
сумованi у монографiї [15].

Нелокальнi багатоточковi задачi для ево-

люцiйних ПДР вивчалися В.В. Городець-
ким, Я.М. Дрiнем, М.М. Дрiнь у працях
[16–23].

Зауважимо, що нелокальнi задачi для
рiвняння дифузiї з оператором дробового
диференцiювання вивченi у працi [24], а пер-
шi результати про розв’язки нелокальних
крайових задач для ППДР анонсованi у [25].

Даною працею ми продовжуємо вивчати
задачу iз [23], де ПДО вперше запроваджу-
ємо у нелокальнi умовi.

1. Постановка задачi та формула
для розв’язку

Нехай T > 0, µ > 1, γ1 < · · · < γm < γ0,

β1 < · · · < βm, 0 < ν1 < · · · < νm,
m∑

i=1

νi < µ,

0 < t1 < · · · < tm = T – числовi параметри,
Π ≡ {(t, x) | 0 < t < T, x ∈ Rn}.

Припустимо, що однорiдна порядку γk >
0 функцiя aγk

: Rn → [0, +∞) задовольняє
умови:

1) нескiнченно диференцiйовна на Rn \
{0};

2) ∀σ ∈ Rn \ {0} i ∀k ∈ Zn
+ ∃ck > 0:

|Dχ
σaγk

(σ)| ≤ ck|σ|γk−|χ|;
3) ∀σ ∈ Rn ∃a0 > 0: aγ0(σ) ≥ a0|σ|γ0 .
Через A позначимо ПДО з символом

a(σ) =
m∑

k=0

aγk
(σ), σ ∈ Rn, де aγk

задоволь-

няють умови 1) – 3), а через Bk – ПДО з
символами bk(σ), σ ∈ Rn, однорiдними по-
рядкiв βk, 1 ≤ k ≤ m, якi задовольняють
умови 1), 2).

Нехай ∀ε > 0, ∀x ∈ Rn ∃C > 0, ∃β, 0 <
β ≤ γ0− ε i ∃ϕ: Rn → R, ϕ ∈ C(Rn): |ϕ(x)| ≤
C(1 + |x|)β; та ∀ε > 0, ∀(t, x) ∈ Π ∃C > 0,
∃β ≤ γ0 − ε, ∃f : Π → R, f ∈ C(Π):

|f(t, x)| ≤ C(1 + |x|)β, |f(t, x)− f(t, y)| ≤
≤ C|x− y|λ, 0 < λ < 1.

Позначимо через u: Π → R функцiю
iз C1

t × S(Rn), а через Fx→σ[u(t, x)](t, σ) ≡
ũ(t, σ), F−1

σ→x[ũ(t, σ)](t, x) вiдповiдно пряме i
обернене перетворення Фур’є функцiї u. То-
дi

Au(t, x) ≡ F−1
σ→x[a(σ)ũ(t, σ)], (t, x) ∈ Π,

є ПДО з символом a: Rn → R. Для глад-
ких i обмежених функцiй ПДО A визначена
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в [4, 5] i трактується як гiперсингулярна iн-
тегральна операцiя (ГСIО).

Розглянемо крайову задачу

ut(t, x) + Au(t, x) = f(t, x), (t, x) ∈ Π, (1)

µu(t, x)|t=0 =
m∑

k=1

νkBku(t, x)|t=tk+

+ϕ(x), x ∈ Rn, (2)

де A – ПДО з символом a(σ), а Bk – ПДО з
символами bk(σ), Rn → R, однорiдними по-
рядку βk, 1 ≤ k ≤ m.

Розв’язок задачi (1), (2) формально шу-
каємо за допомогою перетворення Фур’є по
просторових змiнних, додатково припуска-
ючи, що функцiї u, f , ϕ допускають це пе-
ретворення i при цьому Fx→σ[f(t, x)](t, σ) ≡
f̃(t, σ), Fx→σ[ϕ(x)](σ) ≡ ϕ̃(σ),

u(t, x) ≡ Fσ→x[v(t, σ)](t, x), (t, x) ∈ Π. (3)

Тодi для функцiї v: Π → R1 отримаємо таку
задачу

v′t(t, σ) + a(σ)v(t, σ) = f̃(t, σ), (t, σ) ∈ Π, (4)

µv(t, σ)|t=0 =
m∑

k=1

νkbk(σ)v(t, σ)|t=tk+

+ϕ̃(σ), σ ∈ Rn. (5)

Загальний розв’язок рiвняння (4) набуває
вигляду

v(t, σ) = ce−a(σ)t +

t∫

0

e−a(σ)(t−τ)f̃(τ, σ)dτ,

(t, σ) ∈ Π,

i безпосередньою пiдстановкою перевiряє-
ться, що ця функцiя задовольняє рiвняння
(4). Задовольнивши умову (5) отримаємо,
що розв’язок задачi (4), (5) набуває вигляду

v(t, σ) = M(σ)
{ m∑

k=1

νkbk(σ)×

×
tk∫

t

exp{−a(σ)(t + tk − τ)}f̃(τ, σ)dτ+

+µ

t∫

0

exp{−a(σ)(t− τ)}f̃(τ, σ)+

+ exp{−a(σ)t}ϕ̃(σ)
}

, (t, σ) ∈ Π,

M(σ) =
(
µ−

m∑

k=1

νkbk(σ) exp{−a(σ)tk}
)−1

,

(6)
σ ∈ Rn.

Запишемо розв’язок задачi (1), (2) у ви-
глядi

u(t, x) = (2π)−n

∫

Rn

exp{i(x, σ)}v(t, σ)dσ ≡

≡ I1 + µI2 + I3, (t, x) ∈ Π, (7)

де

I1 =
m∑

k=1

tk∫

t

dτ

∫

Rn

G1
k(t + tk − τ, x− ξ)f(τ, ξ)dξ,

(8)
(t, x) ∈ Π,

I2 =

t∫

0

dτ

∫

Rn

G2(t− τ, x− ξ)f(τ, ξ)dξ, (9)

(t, x) ∈ Π,

I3 =

∫

Rn

G3(t, x−ξ)ϕ(ξ)dξ, t > 0, x ∈ Rn, (10)

G1
k(t+ tk−τ, x−ξ) =

∫

Rn

M(σ)(2π)−nνkbk(σ)×

× exp{i(x− ξ, σ)− a(σ)(t + tk − τ)}dσ, (11)

t + tk − τ > 0, (t, x) ∈ Π, t > τ, ξ ∈ Rn,

G2(t− τ, x− ξ) =

∫

Rn

M(σ)(2π)−n×

× exp{i(x− ξ, σ)− a(σ)(t− τ)}dσ, (12)

(t, x) ∈ Π, t > τ, ξ ∈ Rn,

G3(t, x− ξ) =

∫

Rn

M(σ) exp{i(x− ξ, σ)−

−a(σ)(t)}dσ, (t, x) ∈ Π, ξ ∈ Rn, (13)

50 Буковинський математичний журнал. 2014. – Т. 2, № 4.



а функцiя M(σ) визначена виразом (6).
Якщо рiвняння (1) однорiдне, то розв’я-

зок задачi (1), (2) u(t, x) = I3, (t, x) ∈ Π, є
згорткою (10) функцiї G3, визначеною фор-
мулою (13), i початкової функцiї ϕ.

2. Оцiнка функцiй G1
k, 1 ≤ k ≤ m, G2,

G3 та їх похiдних
Розглянемо функцiю G3, (t, x) ∈ Π, ξ ∈

Rn, визначену формулою (13). Використо-
вуючи полiномiальну формулу для функцiї
M(σ), σ ∈ Rn, iз (6), формально отримаємо
вираз

M(σ) =
1

µ

∞∑
r=0

1

µr

( m∑

k=1

νkbk(σ) exp{−a(σ)tk}
)r

=

=
1

µ

∞∑
r=0

1

µr

∑
r1+···+rm=r

r!

r1! · · · · · rm!
νr1

1 ·· · ··νrm
m ×

×(b1(σ))r1 · · · · · (bm(σ))rm exp{−a(σ)(~t, ~r)},

де (~t, ~r) = t1r1+· · ·+tmrm,
m∑

i=1

νi < µ, σ ∈ Rn;

а кожен доданок має порядок однорiдностi
β1r1 + · · · + βmrm ≡ (~β, ~r). Тодi iз формули
(13) отримаємо, що G3 ≡ G3(t̂, x− ξ) i

G3(t̂, x− ξ) =
∞∑

r=0

(2π)−n 1

µr+1
×

×
∑

r1+···+rm=r

r!

r1! . . . rm!
νr1

1 . . . νrm
m ×

×
∫

Rn

(b1(σ))r1 . . . (bm(σ))rm×

× exp{i(x− ξ, σ)− a(σ)t̂}dσ, (14)

t̂ = t + (~t, ~r), t̂ > 0, x ∈ Rn, ξ ∈ Rn.

Використовуючи [4, лема 2, стор. 917],
[5,12] отримаємо, що G3 iз (14) задовольняє
такi оцiнки:

|G3(t̂, x− ξ)| ≤

≤ C

∞∑
r=0

1

µr+1

∑
r1+···+rm=r

r!νr1
1 . . . νrm

m

r1! . . . rm!
×

×t̂(t̂1/γ + |x− ξ|)−n−γ−(~β,~r), t̂ > 0, (15)

x ∈ Rn, ξ ∈ Rn,

m∑
i=1

νi < µ,

|Dχ
xG3(t̂, x− ξ)| ≤

≤ C

∞∑
r=0

1

µr+1

∑
r1+···+rm=r

r!νr1
1 . . . νrm

m

r1! . . . rm!
×

×t̂(t̂1/γ + |x− ξ|)−n−γ−(~β,~r), t̂ > 0, (16)

x ∈ Rn, ξ ∈ Rn,

|DtG
3(t̂, x− ξ)| ≤

≤ C

∞∑
r=0

1

µr+1

∑
r1+···+rm=r

r!νr1
1 . . . νrm

m

r1! . . . rm!
×

×(t̂1/γ + |x− ξ|)−n−γ−(~β,~r), t̂ > 0, (17)

x ∈ Rn, ξ ∈ Rn.

Отже, вiрною є така теорема.
Теорема 1. Припустимо, що для сим-

волiв a(σ), σ ∈ Rn, ПДО A i Bk вiдповiдно
i bk(σ), 1 ≤ k ≤ m, σ ∈ Rn, i параметрiв
виконуються умови п. 1.

Тодi iснують функцiї G1
k, 1 ≤ k ≤ m, G2

i G3, визначенi рiвностями (11) – (13) вiд-
повiдно. Для функцiї G3 та її похiдних вiр-
ними є оцiнки (15) – (17). Аналогiчнi оцiнки
вiрнi для функцiї G2 iз (12) та її похiдних,
де в (15) – (17) замiсть t̂ треба покласти
t̂− τ , t̂− τ > 0. Якщо у нерiвностях (15) –
(17) замiсть t̂ покласти t̂+tk−τ , а замiсть
(~β, ~r) покласти (~β, ~r) + βk i врахувати мно-
жник νk iз (11), то отримаємо оцiнки для
функцiї G1

k(t + tk − τ, x − ξ), 1 ≤ k ≤ m,
t + tk − τ > 0, x ∈ Rn, ξ ∈ Rn.

3. Основна теорема
Функцiю G3 iз (14) можна оцiнити збiж-

ним числовим рядом

1

µ

∞∑
r=0

(
m∑

i=1

νi

µ

)r

=
(
µ−

m∑
i=1

νi

)−1

,

тому ряд в (14) є рiвномiрно збiжним рядом.
Його можна диференцiювати по t i по xi,
1 ≤ i ≤ n, потрiбну кiлькiсть разiв i резуль-
тати диференцiювання також є рiвномiрно
збiжними рядами.
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Якщо b1(σ) ≡ · · · = bm(σ) ≡ 1, а a(σ) =
|σ|, n = 1, µ > ν, то, враховуючи [26],

G3(t̂, x− ξ) =
1

µ

∞∑
r=0

(ν

µ

)r t̂

π(t̂2 + (x− ξ)2)
,

t > 0, x ∈ R, ξ ∈ R.

Тодi
∫

R

G3(t̂, x− ξ)dx =
1

µ

∞∑
r=0

(ν

µ

)r

=
1

µ− ν
.

Виходячи iз (14) – (17) можна записати,
що

∂

∂t
G3(t, x− ξ) = −F−1

σ→(x−ξ)[aγ(σ)M(σ)×

× exp{−aγ(σ)t}], t > 0, x ∈ Rn, ξ ∈ Rn,

AγG
3(t, x− ξ) = F−1

σ→(x−ξ)[aγ(σ)M(σ)×
× exp{−aγ(σ)t}], t > 0, x ∈ Rn, ξ ∈ Rn.

Тому
( ∂

∂t
+ Aγ

)
G3(t, x− ξ) = 0, (18)

t > 0, x ∈ Rn, ξ ∈ Rn.
Аналогiчними властивостями володiють

функцiї G1
k (1 ≤ k ≤ m) i G2. Використову-

ючи (18), [4,5] i [23] доводиться, що функцiя
u(t, x), t > 0, x ∈ Rn, визначена рiвнiстю (7),
задовольняє рiвняння (1) i нелокальнi умови
(2). Отже, вiрною є така

Теорема 2. Нехай u(t, x), (t, x) ∈ Π, фун-
кцiя, визначена в (7), є сумою трьох додан-
кiв, кожен з яких визначений рiвностями
(8) – (10) вiдповiдно. Тодi вiрними є спiввiд-
ношення

( ∂

∂t
+ Aγ

)
I3 = 0, (t, x) ∈ Π,

( ∂

∂t
+ Aγ

)
(µI2 + I3) = f(t, x), (t, x) ∈ Π.

Функцiя u задовольняє умову (2).
Зауваження. Порядки ПДО в нелокаль-

них умовах (2) можуть бути довiльними i не
зв’язанi з порядком ПДО у рiвняннi (1).

4. Приклади. Фiзичне тлумачення
розв’язкiв.Приклад двоточкової задачi без

ПДО в нелокальних умовах наведений в [23]
i розв’язок u(t, x), t > 0, x ∈ R, пiдрахова-
ний при ϕ(x) ≡ C1, f(t, x) ≡ C2. Тодi лег-
ко перевiряється, що u задовольняє рiвнян-
ня i нелокальну умову. Розглянемо спочатку
двоточкову задачу, в якiй у рiвняннi i нело-
кальнiй умовi фiгiрує ПДО A1, побудований
за символом |σ|, σ ∈ R, який виразом

A1u(t, x) ≡ Fσ→x[|σ|Fx→σ[u(t, x)]], (19)

t > 0, x ∈ R, σ ∈ R, визначений лише на
спадних функцiях, або на гладких обмеже-
них функцiях [26]

A1u(t, x) = lim
ε→0

R→∞

∫

ε<|h|<R

∆hu(t, x)

|h|2 dh, (20)

t > 0, x ∈ R,
∆hu(t, x) = u(t, x + h)− u(t, x).

Якщо u(t, x) ≡ C, t > 0, x ∈ R, то ∆hC ≡
0 i в (20) A1C = 0 в класичному сенсi, а в
(19) в сенсi теорiї узагальнених функцiй.

Приклад 1. Двоточкова задача. Нехай
T > 0, x ∈ R, 0 < t < T , ν, µ – числа,
0 < ν < µ. Розглянемо задачу

ut(t, x) + A1u(t, x) = f(t, x), t > 0, x ∈ R,
(21)

µu(0, x) = A1u(T, x)+ϕ(x), x ∈ R, 0 < ν < µ,
(22)

де A1 – ПДО, визначений в (19), (20), f , ϕ –
вiдомi функцiї (п. 1).

Враховуючи (7), розв’язок задачi (21),
(22) запишеться у виглядi

u(t, x) = νI1 + µI2 + I3, t > 0, x ∈ R, (23)

де

I1=

T∫

t

∫

R

G1(x− ξ, t+T − τ)f(τ, ξ)dξdτ, (24)

I2=µ

t∫

0

∫

R

G2(x− ξ, t− τ)f(τ, ξ)dξdτ, (25)

I3 =

∫

R

G2(x− ξ, t)ϕ(ξ)dξ. (26)
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У формулах (23) – (26)

G1(x− ξ, t + T − τ) =
1

2π

∫

R

M(σ)|σ|×

× exp{i(x− ξ)σ − |σ|(t + T − τ)}dσ,

0 < τ < t < T , x ∈ R, ξ ∈ R,

G2(x− ξ, t− τ) =
1

2π

∫

R

M(σ)×

× exp{i(x− ξ)σ − |σ|(t− τ)}dσ,

0 < τ < t < T , x ∈ R, ξ ∈ R,
M(σ) = (µ− ν|σ| exp{−|σ|T})−1 =

=
1

µ

∞∑
r=0

(ν

µ

)r

|σ|r exp{−|σ|Tr}, (27)

σ ∈ R.
Очевидно, що

∂

∂t
G2(x− ξ, t+T − τ) = −G1(x− ξ, t+T − τ),

0 < τ < t < t, x ∈ R, ξ ∈ R.

Ця рiвнiсть є вiрною, бо в (21) i (22) фi-
гурує ПДО A1. Якщо врахувати (27), то

G1(x− ξ, t + T − τ) ≡

≡ 1

µ

∞∑
r=0

(ν

µ

)r

G1r(x−ξ, t+T (1+r)−τ), (28)

0 < τ < t < T, x ∈ R, ξ ∈ R,

G1r(x− ξ, t + T (1 + r)− τ) ≡ 1

2π

∫

R

|σ|r+1×

× exp{i(x− ξ)σ − |σ|(t + T (1 + r)− τ)}dσ,

0 < τ < t < T , x ∈ R, ξ ∈ R, r ≥ 0 – цiлi
числа,

G2(x− ξ, t− τ) ≡

≡ 1

µ

∞∑
r=0

(ν

µ

)r

G2r(x− ξ, t + Tr − τ), (29)

G2r(x− ξ, t + Tr − τ) ≡ 1

2π

∫

R

|σ|r×

× exp{i(x− ξ)σ − |σ|(t + Tr − τ)}dσ,

0 < τ < t < T , x ∈ R, ξ ∈ R, G2(x − ξ, t) ≡
G2(x− ξ, t− t1) при t1 = 0.

В [26] пiдраховано, що

G2,0(x− ξ, t− τ) =
1

π

t− τ

(t− τ)2 + |x− ξ|2 ,

0 < τ < t− T, x ∈ R, ξ ∈ R,

тому G2,r можна виразити через похiднi вiд
G20:

G2,1(x−ξ, t+T−τ) = − ∂

∂t
G2,0(x−ξ, t+t−τ) =

=
1

π

(t + T − τ)2 − (x− ξ)2

(t + T − τ)2 + (x− ξ)2
,

i т.д.
Якщо врахувати, що

∫

R

G2,0(x− ξ, t− τ)dx = 1

i те, що функцiї G2r виражаються через по-
хiднi вiд G2,0, то можна пiдрахувати кiлька
доданкiв кожної iз сум (28), (29).

Зауваження. 1. Замiсть ПДО A1 у рiв-
няннi (21) можна покласти ПДО Aγ iз сим-
волом |σ|γ, γ > 0, σ ∈ R, а в ПДО нелокаль-
ної умови (22) – ПДО Aβ iз символом |σ|β,
β > 0, σ ∈ R. Якщо x ∈ Rn, n ≥ 1, t > 0,
то G2,0(x, t) = Γ((n + 1)/2)π−(n+1)/2t(t2 +
|x|2)−(n+1)/2 [26].

2. Якщо у нелокальнiй умовi (22) немає
ПДО, то при ϕ(x) = C1, f(t, x) = C2 розв’я-
зок задачi (21), (22) виписується формулою
(43) iз [23] i там перевiряється, що ця функ-
цiя задовольняє рiвняння (21) i нелокаль-
ну умову (22). Якщо у нелокальнiй умовi
(22) немає ПДО, то розв’язок задачi (21),
(22) визначається формулою (40) iз [23] i мо-
жна безпосередньо перевiрити, що ця фун-
кцiя задовольняє рiвняння (21) i нелокальну
умову (22) при вiдомих функцiях f та ϕ.

Приклад 2. m-точкова задача (m ≥ 3.)
Розглянемо рiвняння (21) з нелокальною
умовою

µu(t, x)|t=0 =
m∑

k=1

νku(t, x)|t=tk+ϕ(x), x ∈ R.

(30)
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Формула для розв’язку задачi (21), (30),
де A1 ≡ Aγ з символом a(σ), σ ∈ R, однорi-
дностi степеня γ

u(t, x) =

∫

R

G(t, x− ξ; µ, ~ν)ϕ(ξ)dξ+

+µ

t∫

0

dτ

∫

R

G(t− τ, x− ξ; µ, ~ν)f(τ, ξ)dξ+

+
m∑

k=1

νk

tk∫

t

dτ

∫

R

G(t+tk−τ, x−ξ; µ, ~ν)× (31)

×f(τ, ξ)dξ, t ≥ 0, x ∈ R,

де

G(t, x; µ, ~ν) ≡
∫

R

exp{i(x, σ)− a(σ)t}dσ

µ−
m∑

k=1

νk exp{−a(σ)tk}
,

µ > |~ν| ≡
m∑

i=1

νi,

де
G(t, x; µ, ~ν) =

1

µ
×

×
∞∑

r=0

( 1

µ

)r ∑

|~r|=r

r!

r1! . . . rm!
νr1

1 . . . νrm
m ×

×
∫

R

exp{i(x, σ)− a(σ)(t + (~t, ~r))}dσ,

t ≥ 0, x ∈ R, µ > |~ν|. Оскiльки при a(σ) ≡ |σ|
[26, стор. 34]
∫

R

exp{ixσ−|σ|(t+(~t, ~r))} =
1

π

t + (~t, ~r)

(t + (~t, ~r))2 + x2
,

G(t, x; µ, ~ν) =
1

πµ

∞∑
r=0

( 1

µ

)r ∑

|~r|=r

r!

r1! . . . rm!
×

×νr1
1 . . . νrm

m

t + (~t, ~r)

(t + (~t, ~r))2 + x2
, (32)

t ≥ 0, x ∈ R, µ > |~r| i G ≥ 0.
При цьому для t ≥ 0, x ∈ R, µ > |~ν|,

використовуючи те, що
∫

R

(t + (~t, ~r))dx

(t + (~t, ~r))2 + x2
= π

i ∑

|~r|=r

r!

r1! . . . rm!
νr1

1 . . . νrm
m = |~ν|r

отримуємо, що
∫

R

G(t, x; µ, ~ν)dx =
1

µ

∞∑
r=0

( |~ν|
µ

)r

=

=
1

µ− |~ν| . (33)

Нехай ϕ(x) ≡ C1, f(t, x) ≡ C2. Тодi,
пiдставивши (32) в (31) i враховуючи (33),
отримаємо, що розв’язок задачi (21), (30) на-
буває вигляду

u(t, x) =
1

µ− |~ν|
[
C1+

(
µt+

m∑

k=1

νk(tk−t)
)
C2

]
,

(34)
t ≥ 0, x ∈ R, µ > |~ν|.

Перевiримо, що функцiя (34) задоволь-
няє рiвняння (21) i крайовi умови (30).
Оскiльки функцiя u iз (34) є сталою по x,
то A1u = 0. Тому залишилося довести, що
ut = C2. Справдi, диференцiюючи (34) по t,
отримуємо тотожнiсть

ut ≡ 1

µ− |~ν|
{(

µ−
m∑

k=1

νk

)
C2

}
≡ C2.

Отже, функцiя (34) задовольняє рiвнян-
ня (21). Перевiримо виконання нелокальної
умови (30). Маємо, що лiва частина (30) на-

буває вигляду µ
µ−|~ν|

{
C1+

( m∑
k=1

νktk

)
C2

}
. Пiд-

рахуємо праву частину (30):
m∑

k=1

νku|t=tk +C1 =
µ

µ− |~ν|
{

C1 +C2

m∑

k=1

νktk

}
.

При цьому використано рiвнiсть
m∑

i=1

νi

m∑

k=1

νk(tk − ti) = 0,

яка легко перевiряється. Справдi,
m∑

i=1

νi

m∑

k=1

νk(tk−ti) =
m∑

i=1

νi

{ m∑

k=1

νktk−ti

m∑

k=1

νk

}
=
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=
m∑

i=1

νi

m∑

k=1

νktk −
m∑

k=1

νk

m∑
i=1

νiti = 0.

Отже, нелокальна умова (30) виконує-
ться.

Висновки. 1. Якщо рiвняння (21) одно-
рiдне (тобто f ≡ 0), то розв’язок задачi
(21), (30) є сталою величиною (при ϕ ≡ C1

µ > |~ν|)
u(t, x) =

C1

µ− |~ν| ,

знак якої залежить вiд знаку C1. Розв’язок
єдиний.

2. Якщо рiвняння (21) i умова (30) неод-
норiднi i ϕ ≡ C1, f ≡ C2, то при µ > |~ν| фун-
кцiя (34) є єдиним розв’язком задачi (21),
(30). При µ ≤ |~ν| задача (21), (30) розв’язку
не має. Якщо задача однорiдна (ϕ = f = 0),
то вона має єдиний нульовий розв’язок.

3. Якщо µ > |~ν|, t ≥ 0, x ∈ R, C1 > 0,
C2 > 0, то розв’язки обох задач (однорiдної
i неоднорiдної) невiд’ємнi.

Фiзичне тлумачення розв’язкiв. Не-
хай t ≥ 0 – час, x ∈ R – точка однорiдної
нитки, яка займає положення вiсi Ox, u(t, x)
– температура нитки в момент часу t ≥ 0 у
точцi x ∈ R; µ > 0, νk ∈ R, 1 ≤ k ≤ m, – де-
якi параметри, що визначають iнтенсивнiсть
теплових джерел в точцi x в моменти часу
t = 0 та t = tk, 1 ≤ k ≤ m вiдповiдно; ϕ(x)
– вiдома функцiя, f(t, x) – вiдома функцiя,
що визначає iнтенсивнiсть зовнiшнього дже-
рела тепла. Рiвняння (21) можна тлумачи-
ти як узагальнене рiвняння теплопровiдно-
стi, де замiсть диференцiального оператора
− ∂2u

∂x2 , який є ПДО з символом |σ|2 записано
його квадратний корiнь, тобто функцiя вiд
оператора − ∂2u

∂x2 , символом якої є |σ|.
Умова (30) у виглядi

µu(t, x)|t=0−
m∑

k=1

νku(t, x)|t=tk = ϕ(x), x ∈ R,

може тлумачитися як рiзниця мiж вливан-
нями тепла в точку x ∈ R в початковий
момент часу t = 0 i наступнi моменти часу
t = tk, 1 ≤ k ≤ m, з вiдповiдними iнтенсив-
ностями, що є вiдомою функцiєю, залежною
вiд x.

Якщо зовнiшнi тепловi джерела вiдсутнi
(f ≡ 0) i рiзниця в (30) стала (ϕ ≡ C1), то
u = C1

µ−|~ν| – також стала, залежна вiд iнтен-
сивностей µ i νk, 1 ≤ k ≤ m, в точках t = 0
i t = tk, 1 ≤ k ≤ m, вiдповiдно. Число 1

µ−|~ν|
можна назвати коефiцiєнтом технологiчного
нагрiвання стержня.

Якщо ϕ ≡ 0, тобто C1 = 0, то

u = C2t +
C2

µ− |~ν|
m∑

k=1

νktk,

де C2t – кiлькiсть тепла, отриманого
стержнем вiд зовнiшнього нагрiвання, а

C2

µ−|~ν|
m∑

k=1

νktk – частка тепла, отримана

стержнем вiд зовнiшнього нагрiвання з
урахуванням технологiчного процесу (30):

m∑
k=1

νk(C2tk), де νk – iнтенсивнiсть тепла, а

C2tk – кiлькiсть тепла, отриманого додатко-
во в момент часу tk, 1 < k ≤ m. Сумарна

кiлькiсть тепла дорiвнює
m∑

k=1

νkC2tk.

Загальна формула така:

u(t, x) =
C1

µ− |~ν| + C2t +
1

µ− |~ν|
m∑

k=1

νk(C2tk),

де кожен доданок має свiй фiзичний змiст.
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