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АСИМПТОТИКА РОЗВ’ЯЗКУ КРАЙОВОЇ ЗАДАЧI ДЛЯ ЛIНIЙНОЇ
ВИРОДЖЕНОЇ СИНГУЛЯРНО ЗБУРЕНОЇ СИСТЕМИ

ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ У КРИТИЧНОМУ ВИПАДКУ

Дослiджується можливiсть побудови асимптотичного розв’язку двоточкової крайової зада-
чi для лiнiйної сингулярно збуреної системи диференцiальних рiвнянь з тотожно виродженою
матрицею при похiдних у випадку, коли гранична в’язка матриць має кратне нульове вла-
сне значення, якому вiдповiдає елементарний дiльник тiєї ж кратностi. Знаходяться умови
iснування єдиного розв’язку цiєї крайової задачi i побудована його асимптотика у виглядi
розвинень за дробовими степенями малого параметра. В ходi дослiдження використовую-
ться результати асимптотичного аналiзу загального розв’язку лiнiйних сингулярно збурених
систем диференцiальних рiвнянь з виродженнями.

We study the possibility of the construction of an asymptotic solution of a two-point boundary-
value problem for a linear singularly perturbed system of differential equations with identically
degenerated matrix at the derivatives in the case where boundary bundle of matrixes has a multiple
eigenvalue which is totally equal to zero. Moreover, this multiple eigenvalue corresponds to an
elementary divisor of the same multiplicity. We obtain conditions of the existence and uniqueness
of the solution of this boundary-value problem and its asymptotics is constructed in the form of a
power series with fractional degrees of a small parameter. For this purpose, we use the results of
the asymptotic analysis of a general solution for the degenerated singular perturbed linear systems
of differential equations.

Розглянемо двоточкову крайову задачу

εB(t)
dx

dt
= A(t, ε)x + f(t, ε), (1)

Mx(0, ε) + Nx(T, ε) = d(ε), (2)

де x(t, ε) — шуканий n-вимiрний вектор, t ∈
[0; T ]; ε ∈ (0; ε0] — малий дiйсний параметр,
A(t, ε), B(t) — квадратнi матрицi n-го поряд-
ку; M,N — (n−1)×n-вимiрнi матрицi зi ста-
лими елементами; f(t, ε), d(ε) — заданi n- i
(n− 1)-вимiрнi вектори вiдповiдно.

Нехай виконуються такi умови:
1◦ матриця A(t, ε) i вектор f(t, ε) допу-

скають на вiдрiзку [0; T ] рiвномiрнi асимп-
тотичнi розвинення за степенями параметра
ε:

A(t, ε) ∼
∞∑

k=0

εkAk(t); f(t, ε) ∼
∞∑

k=0

εkfk(t);

2◦ коефiцiєнти розвинень Ak(t), fk(t) i ма-
триця B(t) нескiнченно диференцiйованi на
вiдрiзку [0; T ];

3◦ гранична в’язка матриць

L(t, λ) = A0(t)− λB(t)

регулярна при всiх t ∈ [0; T ] i зберiгає на
цьому вiдрiзку сталу кронекерову структу-
ру, тобто кратностi всiх власних значень
граничної в’язки i вiдповiдних скiнченних та
нескiнченних елементарних дiльникiв є ста-
лими на даному вiдрiзку;

4◦ вектор d(ε) зображається у виглядi
асимптотичного розвинення
d(ε) ∼ ∑∞

k=0 εkdk, при ε → 0;
5◦ det B(t) = 0,∀t ∈ [0; T ];
6◦ det A0(t) = 0,∀t ∈ [0; T ].
Будемо припускати, що в’язка матриць

L(t, λ) має нульове власне значення кратно-
стi n − 1, якому вiдповiдає скiнченний еле-
ментарний дiльник тiєї ж кратностi. Крiм
того, будемо передбачати, що дана в’язка
матриць має простий нескiнченний елемен-
тарний дiльник. Як показано в [1,2], з цi-
єї умови випливає, що нульовому власному
значенню граничної в’язки вiдповiдає жор-
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данiв ланцюжок векторiв матрицi A0(t) вiд-
носно B(t) завдовжки n − 1, вектори якого
визначаються формулами:

ϕi = [H(t)B(t)]i−1ϕ(t), i = 1, n− 1,

H(t) — напiвобернена матриця до матрицi
A0(t), а ϕ(t) — власний вектор в’язки. Ну-
льовому ж власному значенню матрицi B(t)
вiдповiдає лише власний вектор, який по-
значимо ϕ̃(t), а приєднанi вектори вiдносно
A0(t) вiдсутнi.

Позначимо ψ(t) i ψ̃(t) — нулi матриць
A∗

0(t) та B∗(t) вiдповiдно i визначимо їх так,
щоб виконувалися спiввiдношення

(B(HB)i−1ϕ, ψ) = δi,n−1, i = 1, n− 1,

(A0ϕ̃, ψ̃) = 1, (3)

де δi,j — символ Кронекера [1].
Крайова задача (1), (2) у випадку кратно-

го спектра граничної в’язки матриць роз-
глядалась у роботах [2,3] за умови, коли
гранична в’язка матриць A0(t) − λB(t) має
кратне власне значення вiдмiнне вiд нуля.
У статтi [4] розглянуто крайову задачу (1),
(2) у так званому критичному випадку, коли
в’язка L(t, λ) має простий спектр, але одне
iз власних значень нульове. Але, як вияви-
лося, тi пiдходи, що використовувалися в за-
значених роботах для побудови асимптоти-
ки розв’язку даної крайової задачi, не дають
можливостi побудувати розв’язок у випад-
ку, коли гранична в’язка має кратне нульове
власне значення, якому вiдповiдає кратний
елементарний дiльник. У цiй статтi пропо-
нується iнший пiдхiд для вирiшення зазна-
ченої проблеми.

Асимптотика розв’язку лiнiйної
однорiдної системи

Згiдно з теорiєю асимптотичного iнтегру-
вання вироджених лiнiйних систем дифе-
ренцiальних рiвнянь, розробленою в [1], у
даному випадку однорiдна система

εB(t)
dx

dt
= A(t, ε)x, (4)

має n − 1 лiнiйно незалежних розв’язкiв,
що вiдповiдають скiнченному елементарно-
му дiльнику, асимптотику яких можна по-
будувати у виглядi

x(t, ε) = u(t, ε) exp

(
ε−1

∫ t

0

λ(τ, ε)dτ

)
, (5)

де u(t, ε) — n-вимiрна вектор-функцiя,
λ(t, ε) — скалярна вектор-функцiя, що
зображаються розвиненнями за дробовими
степенями малого параметра. При цьому, як
показано в [1], функцiя λ(t, ε) має задоволь-
няти рiвняння розгалуження

λn−1 +
∞∑

s=1

εsL0s +
∞∑

k=1

∞∑
s=1

εsLks[λ
k] = 0, (6)

коефiцiєнти якого виражаються формулами

L0s =
s∑

j=1

(−1)j(P s
j (HΓ)ϕ, ψ), s = 1, 2, . . . ,

(7)

Lks[λ
k] =

s∑
i=0

s−i∑
j=0

(−1)jDi[λk]×

×(P s−i
i+k,j(HB, HΓ)ϕ, ψ), k, s = 1, 2, . . . .

Вiдповiдний вектор u(t, ε) зображається
у виглядi

u(t, ε) = ϕ+
∞∑

s=1

εsHL̃0sϕ+
∞∑

k=1

∞∑
s=0

εsHL̃ks[λ
k]ϕ,

(8)
де

L̃0s =
s∑

j=1

(−1)jP s
j (HΓ), s = 1, 2, . . . ,

L̃ks[λ
k] =

s∑
i=0

s−i∑
j=0

(−1)jDi[λk]×

×P s−i
i+k,j(HB,HΓ), k = 1, 2, . . . , s = 0, 1, . . . .

Символом Pm
s,k(HB, HΓ) тут позна-

чено суму всеможливих "добуткiв"s
множникiв матриць HB i k операторiв
HΓj1 , HΓj2 , . . . , HΓjk

з натуральними iн-
дексами, сума яких j1 + j2 + jk = m, де
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Γk = Ak(t)− δk,1B(t) d
dt

, k = 1, 2, . . .. При цьо-
му перший множник H у всiх доданках цьо-
го виразу "вiдбирається". Символом Di[λk]
позначається диференцiальний вираз, що
являє собою суму всеможливих добуткiв k
"множникiв"λ та i "множникiв"D = d

dt
. При

цьому оператор D дiє на весь вираз, який
мiститься праворуч вiд нього, наприклад,

D2[λ2] = D2λ2+DλDλ+λD2λ = 3(λ′)2+4λλ′′.

Доведено, що за вiдсутностi точок повороту
рiвняння розгалуження (6) завжди має n−1
розв’язкiв λi(t, ε), якi можна знайти у вигля-
дi формальних розвинень за дробовими сте-
пенями малого параметра, показники яких
залежать вiд поведiнки коефiцiєнтiв Lks[λ

k]
i визначаються за допомогою дiаграм Нью-
тона.

Як i в роботi [3] припустимо, що викону-
ється умова

7◦

L01 = −(Γ1ϕ, ψ) = −(A1ϕ, ψ) + (Bϕ′, ψ) 6= 0,

∀t ∈ [0; T ].

Тодi вiдповiднi розвинення для функцiй
λi(t, ε) можна побудувати за степенями
µ = ε

1
n−1 :

λj(t, ε) =
∞∑

k=1

µkλ
(j)
k (t), j = 1, n− 1, (9)

перший коефiцiєнт якого задовольняє ви-
значальне рiвняння

(λ
(j)
1 (t))n−1 + L01 = 0, (10)

з якого дiстанемо

λ
(j)
1 (t) = n−1

√
|(Γ1ϕ, ψ)|×

× exp

(
i
arg(Γ1ϕ, ψ) + 2π(j − 1)

n− 1

)
,

j = 1, n− 1.

Пiдставивши ряд (9) у рiвняння розгалу-
ження (6), дiстанемо

∞∑

k=n−1

µkP k
n−1(λ

(i)) +
∞∑

k=n−1

µkL0, k
n−1

+

+
∞∑

k=n

[ k−1
n−1

]∑
s=1

k−s(n−1)∑
j=1

µkLjs[P
k−s(n−1)
j (λ(i))] = 0,

(11)
де L0, k

n−1
= 0, якщо число k не дiлиться

на n − 1. Прирiвнявши в (11) вирази при
однакових степенях µ, отримаємо нескiнчен-
ну систему рiвнянь

P k
n−1(λ

(i)) + L0, k
n−1

+

+

[ k−1
n−1

]∑
s=1

k−s(n−1)∑
j=1

Ljs[P
k−s(n−1)
j (λ(i))] = 0,

k = n− 1, n, . . . . (12)

Перше рiвняння цiєї системи (при k =
n−1) збiгається iз визначальним рiвнянням
(10). Поклавши в ньому n + k − 1 замiсть k
i взявши до уваги, що

P n+k−1
n−1 (λ(i)) = (n−1)(λ

(i)
1 )nλ

(i)
k+1+P̃ n+k−1

n−1 (λ(i)),

де P̃ n+k−1
n−1 (λ(i)) — та частина виразу

P n+k−1
n−1 (λ(i)), яка мiстить тiльки тi λ

(i)
j ,

iндекси яких j < k + 1, а третiй доданок у
(12) не мiстить λ

(i)
j , iндекси яких перевищу-

ють k, матимемо таку рекурентну формулу
для визначення коефiцiєнтiв розвинення
(9):

λ
(i)
k+1(t) = − 1

(n− 1)(λ
(i)
1 )n

(P̃ n+k−1
n−1 (λ(i))+

+L0, n+k−1
n−1

+

+

[n+k−2
n−1

]∑
s=1

n+k−s(n−1)−1∑
j=1

Ljs[P
n+k−s(n−1)−1
j (λ(i))]).

(13)
Щоб одержати вiдповiднi розвинення для

векторiв ui(t, ε), пiдставимо (9) у (6). Пере-
групувавши доданки, дiстанемо розвинення

ui(t, ε) = ϕ(t) +
∞∑

k=1

µku
(i)
k (t), i = 1, n− 1,

коефiцiєнти яких визначаються формулами

u
(i)
k (t) =

[ k−1
n−1

]∑
s=0

k−s(n−1)∑
j=1

HL̃js[P
k−s(n−1)
j (λ(i))]ϕ+
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+HL̃0, k
n−1

ϕ, k = 1, 2, . . . , i = 1, n− 1. (14)

Побудова частинного розв’язку
неоднорiдної системи

Частинний розв’язок неоднорiдної систе-
ми (1) побудуємо у виглядi

x(t, ε) = v(t, ε), (15)

де v(t, ε) – n-вимiрний вектор, який зобра-
жається формальним розвиненням

v(t, ε) = ε−1

∞∑

k=0

εkvk(t). (16)

Для визначення коефiцiєнтiв vk(t) пiдста-
вимо (16) у систему (1) i прирiвняємо вирази
при однакових степенях малого параметра.
Дiстанемо систему рiвнянь

k∑
i=0

Biv
′
k−1−i =

k∑
i=0

Aivk−i + fk−1, k = 0, 1, ....

(17)
При k = 0 маємо

A0(t)v0(t) = 0,

звiдки
v0(t) = β0(t)ϕ(t), (18)

де β0(t) — деяка достатньо гладка функцiя,
яка пiдлягає визначенню.

На наступному кроцi рiвняння (17) запи-
шеться у виглядi

A0(t)v1(t) = Γ1v0(t)− f0(t). (19)

Для його сумiсностi необхiдно i достатньо,
щоб виконувалась рiвнiсть

(Γ1v0(t)− f0(t), ψ(t)) = 0,

яку, враховуючи (18), запишемо у виглядi

(Γ1ϕ(t), ψ(t))β0(t)− (f0(t), ψ(t)) = 0. (20)

Розв’язавши одержане рiвняння, дiстанемо
функцiю β0(t).

У свою чергу з рiвняння (19) знайдемо:

v1(t) = HΓ1(β0(t)ϕ(t))−Hf0(t) + β1(t)ϕ(t),

де β1(t) — поки що невiдома функцiя, яка
визначається на наступному кроцi.

Використавши умову сумiсностi рiвняння
(17) на k-у кроцi, дiстанемо рiвняння для ви-
значення βk−1(t):

(Γ1ϕ, ψ)βk−1(t)+

+

(
k−2∑
j=0

k−j∑

l=1

P̃ k−j
l (HΓ)(βjϕ)−

−
k−2∑
j=0

k−1−j∑

l=1

P̃ k−1−j
l (HΓ)Hfj − fk−1, ψ

)
= 0.

(21)
У свою чергу вектор vk(t) визначимо за

формулою

vk(t) =
k−1∑
j=0

k−j∑

l=1

P k−j
l (HΓ)(βjϕ)−

−
k−2∑
j=0

k−1−j∑

l=1

P k−1−j
l (HΓ)Hfj−

−Hfk−1 + βk(t)ϕ(t). (22)

Побудова формального розв’язку
крайової задачi

Перейдемо тепер до побудови розв’язку
крайової задачi (1), (2). Припустимо, що ви-
конується умова

8◦

Reλ
(i)
1 (t) < 0, i = 1, l,

Reλ
(j)
1 > 0, j = l + 1, n− 1.

Pозв’язок крайової задачi (1), (2) будуємо у
виглядi суми лiнiйної комбiнацiї розв’язкiв
однорiдної системи i частинного розв’язку
неоднорiдної системи:

x(t, ε) = µ−(2n−3)

l∑
i=1

ui(t, µ)ci(ε)×
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× exp

(
ε−1

∫ t

0

λi(τ, µ)dτ

)
+

+µ−(2n−3)

n−1∑

i=l+1

ui(t, µ)ci(ε)×

× exp

(
−ε−1

∫ T

t

λi(τ, µ)dτ

)
+ v(t, ε), (23)

де ci(ε), i = 1, n− 1 — скалярнi множни-
ки, якi розкладаються в формальнi степе-
невi ряди

ci(ε) =
∞∑

k=0

µkc
(i)
k , i = 1, n− 1,

коефiцiєнти яких c
(i)
k , k = 0, 1, . . ., пiдляга-

ють визначенню iз крайової умови (2). Пiд-
ставивши вектор (23) у крайову умову (2) i
знехтувавши, на пiдставi умови (8◦), експо-
ненцiально малими доданками, отримаємо:

l∑
i=1

Mui(0, µ)ci(ε) +
n−1∑

i=l+1

Nui(T, µ)ci(ε) =

= µ2n−3(d(ε)−Mv(0, ε)−Nv(T, ε)).

Прирiвнявши коефiцiєнти при однакових
степенях µ, дiстанемо систему рiвнянь

l∑
i=1

k∑
j=0

Mu
(i)
j (0)c

(i)
k−j +

n−1∑

i=l+1

k∑
j=0

Nu
(i)
j (T )c

(i)
k−j =

= d k−2n+3
n−1

−Nv k−n+2
n−1

(T )−Mv k−n+2
n−1

(0),

k = 0, 1, . . . , (24)

де lk = d k−2n+3
n−1

− Mv k−n+2
n−1

(0) − Nv k−n+2
n−1

(T ),
причому d k

p
= 0, v k

p
= 0, якщо k не дiлиться

на p або k
p

< 0.
Введемо до розгляду матрицю

U0 = [Mϕ(0),MH(0)B(0)ϕ(0), . . . ,

M [H(0)B(0)]l−1ϕ(0), Nϕ(T ),

NH(T )B(T )ϕ(T ), . . . , M [H(T )B(T )]n−l−2ϕ(T )]

i припустимо виконання умови

9◦

det U0 6= 0.

При k < n − 2 рiвняння (24) набуває ви-
гляду

l∑
i=1

k∑
j=0

Mu
(i)
j (0)c

(i)
k−j+

n−1∑

i=l+1

k∑
j=0

Nu
(i)
j (T )c

(i)
k−j = 0.

Враховуючи, що при j < n− 2

u
(i)
j (t) =

j∑
s=1

HL̃s0[P
j
s (λ(i))]ϕ =

=

j∑
s=1

P j
s (λ(i))(HB)sϕ,

дiстанемо

l∑
i=1

k∑
s=0

k−s∑
j=0

P k−j
s (λ(i)(0))c

(i)
j M(H(0)B(0))sϕ(0)+

+
n−1∑

i=l+1

k∑
s=0

k−s∑
j=0

P k−j
s (λ(i)(T ))c

(i)
j N(H(T )B(T ))s×

×ϕ(T ) = 0, k = 0, n− 3.

Взявши до уваги лiнiйну незалежнiсть
векторiв M(H(0)B(0))iϕ(0), i = 0, l − 1,

N(H(T )B(T ))jϕ(T ), j = 0, n− l − 2, при-
ходимо до системи рiвнянь

l∑
i=1

k−s∑
j=0

P k−j
s (λ(i)(0))c

(i)
j = 0,

s = 0, k, k = 0, n− 3. (25)

n−1∑

i=l+1

k−s∑
j=0

P k−j
s (λ(i)(T ))c

(i)
j = 0,

s = 0, k, k = 0, n− 3. (26)

Поклавши в (24) k = n− 2 i пiдставивши
вiдповiднi вирази для коефiцiєнтiв u

(i)
k (t),

vk(t), отримаємо

l∑
i=1

n−2∑
j=0

j∑
s=0

P j
s (λ(i)(0))c

(i)
n−2−jM(H(0)B(0))sϕ(0)+
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+
n−1∑

i=l+1

n−2∑
j=0

j∑
s=0

P j
s (λ(i)(T ))c

(i)
n−2−jN(H(T )B(T ))s×

×ϕ(T ) = −Nv0(T )−Mv0(0). (27)

Вектор ln−2 у правiй частинi остан-
нього рiвняння розкладемо за бази-
сом M(H(0)B(0))iϕ(0), i = 0, l − 1,
N(H(T )B(T ))jϕ(T ), j = 0, n− l − 2:

ln−2 =
l−1∑
i=0

α
(n−2)
i [M(H(0)B(0))i]ϕ(0)+

+
n−l−2∑
j=0

β
(n−2)
j [N(H(T )B(T ))j]ϕ(T ).

Враховуючи цей розклад, рiвняння (27)
запишемо у виглядi

l∑
i=1

n−2∑
j=0

j∑
s=0

P j
s (λ(i)(0))c

(i)
n−2−jM(H(0)B(0))s×

×ϕ(0) +
n−1∑

i=l+1

n−2∑
j=0

j∑
s=0

P j
s (λ(i)(T ))c

(i)
n−2−j×

×N(H(T )B(T ))sϕ(T ) =

=
l−1∑
i=0

α
(n−2)
i [M(H(0)B(0))i]ϕ(0)+

+
n−l−2∑
j=0

β
(n−2)
j [N(H(T )B(T ))j]ϕ(T ),

звiдки, враховуючи лiнiйну незалежнiсть ве-
кторiв, що утворюють матрицю U0, дiстане-
мо

l∑
i=1

n−s−2∑
j=0

P n−j−2
s (λ(i)(0))c

(i)
j = α(n−2)

s ,

s = 0, l − 1, (28)

n−1∑

i=l+1

n−s−2∑
j=0

P n−j−2
s (λ(i)(T ))c

(i)
j = β(n−2)

s ,

s = 0, n− l − 2. (29)

Взявши l − 1 рiвнянь iз системи (25) при
s = k, k = 0, l − 2 i останнє рiвняння iз си-
стеми (28) при s = l − 1, приходимо до лi-
нiйної алгебраїчної системи

l∑
i=1

c
(i)
0 = 0,

l∑
i=1

λ
(i)
1 (0)c

(i)
0 = 0,

.........................
l∑

i=1

[λ
(i)
1 (0)]l−2c

(i)
0 = 0,

l∑
i=1

[λ
(i)
1 (0)]l−1c

(i)
0 = α

(n−2)
l−1 ,

яку можна записати у векторно-матричнiй
формi

W1c0 = m0,

де

W1 =




1 . . . 1

λ
(1)
1 (0) . . . λ

(l)
1 (0)

· · · · · · · · ·
(λ

(1)
1 (0))l−1 . . . (λ

(l)
1 (0))l−1


 ,

c0 = col(c
(1)
0 , c

(2)
0 , . . . , c

(l)
0 ),

m0 = col(0, . . . , 0, α
(n−2)
l−1 ).

Визначник матрицi W1 є визначником
Вандермонда, i, отже, не дорiвнює нулю,
оскiльки λ

(i)
1 (0) 6= λ

(j)
1 (0) при i 6= j. Тодi iз

останнього рiвняння дiстанемо

c0 = W−1m0.

Взявши n − l − 2 рiвнянь iз (26) при
s = k, k = 0, n− l − 3 i останнє рiвнян-
ня iз (29) (при s = n − l − 2), дiстанемо
аналогiчну систему рiвнянь вiдносно сталих
c
(i)
0 , i = l + 1, n− 1:

22 Буковинський математичний журнал. 2014. – Т. 2, № 1.



n−1∑

i=l+1

c
(i)
0 = 0,

n−1∑

i=l+1

λ
(i)
1 (T )c

(i)
0 = 0,

.........................
n−l∑

i=l+1

[λ
(i)
1 (T )]n−l−3c

(i)
0 = 0,

n−l∑

i=l+1

[λ
(i)
1 (T )]n−l−2c

(i)
0 = β

(n−2)
n−l−2,

або у векторно-матричнiй формi

W2c̃0 = m̃0,

де

W2 =

=




1 . . . 1

λ
(l+1)
1 (T ) . . . λ

(n−1)
1 (T )

· · · · · · · · ·
(λ

(l+1)
1 (T ))n−l−2 . . . (λ

(n−1)
1 (T ))n−l−2


 ,

c̃0 = col(c(l+1)
0 , c

(l+2)
0 , . . . , c

(n−1)
0 ), m̃0 =

col(0, . . . , 0, β(n−2)
n−l−2). Оскiльки det W2 6= 0, то

c̃0 = W−1
2 m̃0.

Розглянемо рiвняння (24) у загальному
виглядi. Взявши до уваги формули для ко-
ефiцiєнтiв u

(i)
k (t), маємо:

l∑
i=1

k∑
j=0

j∑
s=0

MHL̃s0[P
j
s (λ(i)(0))]ϕ(0)c

(i)
k−j+

+
n−1∑

i=l+1

k∑
j=0

j∑
s=0

NHL̃s0[P
j
s λ(i)(T )]ϕ(T )c

(i)
k−j =

= d k−2n+3
n−1

−Nv k−n+2
n−1

(T )−Mv k−n+2
n−1

(0)−

−
l∑

i=1

k∑
j=0

MHL̃0 j
n−1

ϕ(0)c
(i)
k−j−

−
n−1∑

i=l+1

k∑
j=0

NHL̃0 j
n−1

ϕ(T )c
(i)
k−j−

l∑
i=1

k∑
j=0

[ j−1
n−1

]∑
s=1

j−(n−1)s∑
r=1

MH×

×L̃rs[P
j−(n−1)s
r (λ(i)(0))]c

(i)
k−jϕ(0)−

−
n−1∑

i=l+1

k∑
j=0

[ j−1
n−1

]∑
s=1

j−(n−1)s∑
r=1

NH×

×L̃rs[P
j−(n−1)s
r (λ(i)(T ))]c

(i)
k−jϕ(T ),

k = 0, 1, .... (30)

Позначивши через lk вектор у правiй ча-
стинi цього рiвняння, розкладемо його за ба-
зисом

lk =
l−1∑
i=0

α
(k)
i [M(H(0)B(0))i]ϕ(0)+

+
n−l−2∑
j=0

β
(k)
j [N(H(T )B(T ))j]ϕ(T ).

Враховуючи цей розклад та формули (7),
рiвняння (30) запишемо у виглядi

l∑
i=1

k∑
s=0

k−s∑
j=0

P k−j
s (λ(i)(0))c

(i)
j M(H(0)B(0))sϕ(0)+

+
n−1∑

i=l+1

k∑
s=0

k−s∑
j=0

P k−j
s (λ(i)(T ))c

(i)
j N(H(T )B(T ))s×

×ϕ(T ) =
l−1∑
i=0

α
(k)
i [M(H(0)B(0))i]ϕ(0)+

+
n−l−2∑
j=0

β
(k)
j [N(H(T )B(T ))j]ϕ(T ), k = 0, 1, ...,

звiдки, взявши до уваги лiнiйну незале-
жнiсть векторiв-стовпцiв матрицi U0, прихо-
димо до системи рiвнянь

l∑
i=1

k−s∑
j=0

P k−j
s (λ(i)(0))c

(i)
j = α(k)

s , (31)
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n−1∑

i=l+1

k−s∑
j=0

P k−j
s (λ(i)(T ))c

(i)
j = β(k)

s ,

s = 0, k, k = 0, 1, ... (32)

Визначивши отриманi на попереднiх кро-
ках рiвняння систем (31), (32), що мiстять
сталi c

(i)
0 , ..., c

(i)
k−1, i = 1, n− 1, дiстанемо та-

кi системи рiвнянь для визначення c
(i)
k , i =

1, n− 1:

l∑
i=1

c
(i)
k = α

(k)
0 ,

l∑
i=1

λ
(i)
1 (0)c

(i)
k = α

(k+1)
1 −

−
l∑

i=1

k−1∑
j=0

P k+1−j
1 (λ(i)(0))c

(i)
j ,

.....................................................
l∑

i=1

[λ
(i)
1 (0)]l−1c

(i)
k = α

(k−l−1)
l−1 −

−
l∑

i=1

k−1∑
j=0

P k+l−1−j
l−1 (λ(i)(0))c

(i)
j ,

n−1∑

i=l+1

c
(i)
k = β

(k)
0 ,

n−1∑

i=l+1

λ
(i)
1 (T )c

(i)
k = β

(k+1)
1 −

−
n−1∑

i=l+1

k−1∑
j=0

P k+1−j
1 (λ(i)(T ))c

(i)
j ,

......................................................
n−l∑

i=l+1

[λ
(i)
1 (T )]n−l−2c

(i)
k = β

(k+n−l−2)
n−l−2 −

−
l∑

i=1

k−1∑
j=0

P k+n−l−2−j
n−l−2 .

Записавши їх у векторно-матричнiй формi,
маємо

W1ck = mk, (33)

W2c̃k = m̃k, (34)

де ck = col(c(1)
k , c

(2)
k , . . . , c

(l)
k ),

c̃k =col(c(l+1)
k , c

(l+2)
k , . . . , c

(n−1)
k ), а mk та m̃k —

вже вiдомi вектори. Звiдси однозначно зна-
ходяться вектори ck та c̃k:

ck = W−1
1 mk,

c̃k = W−1
2 m̃k, k = 0, 1, ....

Одержанi рекурентнi формули дозволяють
визначити будь-якi сталi c

(i)
k , i = 1, n− 1,

k = 0, 1, ..., що завершує побудову формаль-
ного розв’язку крайової задачi (1), (2).

Методами робiт [1,2] можна показати, що
побудований розв’язок має асимптотичний
характер.

Пiдсумком проведених мiркувань є на-
ступна теорема.

Теорема
Якщо гранична в’язка матриць A0(t) −

λB(t) має на вiдрiзку [0; T ] кратний скiн-
ченний елементарний дiльник λn−1 та про-
стий нескiнченний, i виконуються умови
1◦−9◦, то при досить малих ε iснує єдиний
розв’язок крайової задачi (1), (2), що вира-
жається асимптотичною формулою

x(t, ε) = xm(t, ε) + O(µm−5n+8),

де вектор xm(t, ε) зображається у виглядi
розвинення

xm(t, ε) = µ−(2n−3)

m∑

k=0

l∑
i=1

µk×

×
(

k∑
j=0

c
(i)
j u

(i)
k−j(t)

)
×

× exp

(
ε−1

∫ t

0

(
m∑

k=1

µkλ
(i)
k (τ)

)
dτ

)
+

+µ−(2n−3)

m∑

k=0

n−1∑

i=l+1

µk

(
k∑

j=0

c
(i)
j u

(i)
k−j(t)

)
×

× exp

(
−ε−1

∫ T

t

(
m∑

k=1

µkλ
(i)
k (τ)

)
dτ

)
+

+µ−(n−1)

[ m
n−1

]∑

k=0

µk(n−1)vk(t),
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а вектор-функцiї u
(i)
k (t), i = 1, n− 1, v(t),

скалярнi функцiї λ
(i)
k (t), i = 1, n− 1, скаляр-

нi множники c
(i)
k , i = 1, n− 1 визначаються

за описаним вище алгоритмом.
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