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Вступ

Для послiдовностi додатних чисел (an) та натурального k позначимо скiнченний
ланцюговий дрiб

[a0; a1, a2, ..., ak] = a0 +
1

a1 +
1

a2 + ...
1

ak−1 +
1

ak

.

Нехай
[a0; a1, a2, ..., ak, ...] = lim

k→+∞
[a0; a1, a2, ..., ak] (1)

при умовi, що остання границя iснує. Вiдповiдно до теореми Зейделя-Штерна [6, 12, 13]

границя (1) iснує тодi i тiльки тодi, коли ряд
+∞∑
n=1

an розбiжний.

УДК 511.7
2010 Mathematics Subject Classification: 11K50.
This work was supported by a grant from the Simons Foundation (SFI-PD-Ukraine-00014586, M.P., O.M.).

c⃝Працьовитий М.В., Макарчук. О.П., 2025



Про деякi метричнi результати для представлення чисел 101

На вимiрному просторi ([0; 1];B[0; 1])(B[a; b] – σ-алгебра борелiвських множин [a; b])
для класичного ланцюгового представлення розглянемо оператор Гаусса

T ([0; a1, a2, ..., an, ...]) = [0; a2, a3, ..., an+1, ...] (2)

та мiру Лебега-Стiлтьєса ψ(·), що вiдповiдає функцiї розподiлу

g(x) = log2(x+ 1), x ∈ [0; 1].

Вiдповiдна мiра ψ(·) називається мiрою Гаусса. Добре вiдомо [11], що динамiчна
система ([0; 1];B[0; 1];ψ(·);T ) є ергодичною, бiльш того [3] перетворення T є сильно
перемiшуючим, тобто

lim
n→+∞

ψ(A ∩ T−n(B)) = ψ(A)ψ(B) ∀A,B ∈ B[0; 1],

де
T n(x) = T (T (...T (x)))︸ ︷︷ ︸

n

, T−n(B) = {x| T n(x) ∈ B}.

Як показав О.Хiнчiн [7] для майже всiх (в розумiннi мiри Лебега λ(·)) чисел x з
ланцюговим зображенням x = [a0; a1, a2, ..., ak, ...] виконуються умови

a1 + a2 + ...+ an
n

→ +∞ (n→ +∞),

lim
n→+∞

n
√
a1a2...an =

+∞∏
k=1

(
1 +

1

k(k + 1)

)log2(k)

≈ 2, 6854− стала Хiнчина,

lim
n→+∞

n
1
a1

+ 1
a2

+ ...+ 1
an

=

(
+∞∑
n=1

log2(n+ 1)

n(n+ 1)

)−1

≈ 1, 7154.

Нехай
(

pn(x)
qn(x)

)
— послiдовнiсть пiдхiдних дробiв, що вiдповiдають числу x. Як пока-

зав П. Левi [8] для майже всiх чисел x = [a0; a1, a2, ..., ak, ...] виконуються умови

lim
n→+∞

1

n
#{1 ≤ j ≤ n; aj = l} = log2

(
1 +

1

l(l + 1)

)
∀l ∈ N,

lim
n→+∞

ln(qn(x))

n
=

π2

12 ln(2)
≈ 1, 1866− стала Хiнчина-Левi,

lim
n→+∞

ln(λ(∆∗
n(x))

n
= lim

n→+∞

ln
∣∣∣x− pn(x)

qn(x)

∣∣∣
n

= − π2

6 ln(2)
≈ −0, 5933,

де ∆∗
n(x) – множина чисел, першi n + 1 цифр ланцюгового представлення яких рiвнi

вiдповiдно a0, a1, ..., an.
Вiдомо [4], що для кожного числа t ∈ [α1;α2], де α1 < α2 — додатнi числа такi, що

α1α2 =
1
2
, iснує послiдовнiсть (bn) кожен член якої рiвний α1 або α2 i вiдповiдно

t = [0; b1, ..., bn, ...].
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Вiдповiдне зображення називається ланцюговим A2-зображенням з алфавiтом {α1;α2}.
Деяка зчисленна множина чисел (A2-бiнарних) вiдрiзку [α1;α2] має вiдповiдно два A2-
зображення виду

[0; b1, ..., bn−1, α1, (α1, α2)] = [0; b1, ..., bn−1, α2, (α2, α1)],

де круглi дужки символiзують перiод. Усi решта числа вiдрiзку [α1;α2] (A2-унарнi)
мають єдине A2-зображення. В подальшому для A2-бiнарних чисел вiдрiзку [α1;α2]

будемо використовувати A2-зображення, що мiстить перiод (α1, α2).
Тополого-метрична теорiя ланцюгового A2-зображення побудована в роботi [4]. Ле-

бегiвська та фрактальна структура розподiлiв, заданих в термiнах ланцюгового A2-
зображення дослiджувалась в роботах [9, 10]. Як було показано в [9] для майже всiх
чисел x ∈ [α1;α2]

lim
n→+∞

n
√
qn(x) ≤

√
2, lim

n→+∞

qn(x)

(
√
2)n

= 0.

Нехай η(·) — мiра Лебега-Стiлтьєса, що вiдповiдає абсолютно неперервнiй функцiї
розподiлу

f(x) =
ln
(

x+2α1

x+2α2

)
+ ln

(
α1+2α2

3α1

)
2 ln(α1 + α2)− ln(2)

∀x ∈ [α1;α2],

з щiльнiстю

p(x) =
2α2 − 2α1

2 ln(α1 + α2)− ln(2)
· 1

(x+ 2α1)(x+ 2α2)
∀x ∈ [α1;α2].

Наукова робота присвячена дослiдженню метричних властивостей для ланцюгового
A2-зображення з алфавiтом {α1;α2}, зокрема побудовi вiдповiдних аналогiв результатiв
Хiнчина-Левi на основi теорiї динамiчних систем.

1 Ергодичнiсть динамiчної системи ([α1;α2];B[α1;α2]; η(·);T ) для
ланцюгового A2-зображення з алфавiтом {α1;α2}.

Нехай ланцюгове A2-зображення числа x має вигляд

x = [0; a1, a2, ..., ak, ...]. (3)

Розглянемо послiдовностi

qn(x) = qn(a1, a2, ..., an) = anqn−1(a1, a2, ..., an−1) + qn−2(a1, a2, ..., an−2),

pn(x) = pn(a1, a2, ..., an) = anpn−1(a1, a2, ..., an−1) + pn−2(a1, a2, ..., an−2),

p−1 = 1, q−1 = 0, p0 = 0, q0 = 1.

Добре вiдомо [4, 6], що

lim
n→+∞

pn(x)

qn(x)
= x; pn(x)qn−1(x)− pn−1(x)qn(x) = (−1)n+1 ∀n ∈ N,
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qn(x)

qn−1(x)
= [an; an−1, an−2, ..., a1] ∈ [α1; 3α2] ∀n ∈ N, (4)

qn(x) ≥
1

α2
1 + 4

(α1 +
√
α2
1 + 4

2

)n+1

−

(
α1 −

√
α2
1 + 4

2

)n+1
 = wn, (5)

qn(x) ≤
1

α2
2 + 4

(α2 +
√
α2
2 + 4

2

)n+1

−

(
α2 −

√
α2
2 + 4

2

)n+1
 .

Для числа x з ланцюговим A2-зображенням (3) в подальшому, там де це необхiдно,
будемо використовувати еквiвалентнi позначення qn, qn(x), qn(a1; a2; ...; an) та вiдповiдно
pn, pn(x), pn(a1; a2; ...; an). Позначимо

[x; y]∗ = [min(x; y);max(x; y)].

Нехай число x має ланцюгове A2-зображенням (3). Вiдомо [4], що множина чисел виду

{[0; a1, a2, . . . , an, ξ1, ξ2, ...]|ξk ∈ {α1;α2}∀k ∈ N}

є вiдрiзком

∆n(x) = ∆n(a1, a2, . . . , an) =

[
pn + α1pn−1

qn + α1pn−1

;
pn + α2pn−1

qn + α2pn−1

]∗
(цилiндром n-го рангу), причому довiльнi рiзнi цилiндри n-го рангу мають щонайбiльше
одну спiльну точку.

Теорема 1. Динамiчна система ([α1;α2];B([α1;α2]); η(·);T ) ергодична.

Доведення. Покажемо, що перетворення T зберiгає мiру η(·). Для цього достатньо по-
казати, що для довiльного вiдрiзку [α; β] ⊆ [α1;α2] виконується умова

η(T−1([α; β])) = η(T ([α; β])).

Оскiльки [1]

T−1([α; β]) =

[
1

β + α1

;
1

α + α1

]
∪
[

1

β + α2

;
1

α + α2

]
,

маємо
η(T−1([α; β])) = η(T ([α; β])) ⇔

f(β)− f(α) = f

(
1

α + α1

)
− f

(
1

β + α1

)
+ f

(
1

α + α2

)
− f

(
1

β + α2

)
⇔

⇔ f(β) + f

(
1

β + α2

)
+ f

(
1

β + α1

)
= f(α) + f

(
1

α + α2

)
+ f

(
1

α + α1

)
,

що вiрно, адже для кожного x ∈ [α1;α2]

f(x) + f

(
1

x+ α2

)
+ f

(
1

x+ α1

)
= 3d+ c

(
v(x) + v

(
1

x+ α2

)
+ v

(
1

x+ α1

))
=
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= 3d+ c ln

(
x+ 2α1

x+ 1
α1

· 2α1x+ 2α2
1 + 1

x
α1

+ 2
· 2α1x+ 2

x
α1

+ 1
2α2

1
+ 1

)
=

= 3d+ c ln

x+ 2α1

xα1+1
α1

· 2α1x+ 2α2
1 + 1

x+2α1

α1

· 2α1x+ 2
2α1x+2α2

1+1

2α2
1

 = 3d+ c ln(4α4
1)− const,

де

c =
1

2 ln(α1 + α2)− ln(2)
, d =

ln
(

α1+2α2

3α1

)
2 ln(α1 + α2)− ln(2)

, v(x) = ln

(
x+ 2α1

x+ 2α2

)
.

Покажемо, що перетворення T ергодичне, тобто для довiльної iнварiантної множини
W (T−1(W ) = W ) виконується умова η(W ) ∈ {0; 1}. Нехай [a; b] ⊆ [α1;α2], (c1, c2, . . . , cn)
— набiр чисел з множини {α1;α2}.

Зрозумiло, що

λ
(
T−n([a; b]) ∩∆n(c1, c2, . . . , cn)

)
= λ

([[
0; c1, c2, . . . , cn,

1

a

]
;

[
0; c1, c2, . . . , cn,

1

b

]]∗)
=

=

∣∣∣∣pn−1 +
1
b
pn

qn−1 +
1
b
qn

−
pn−1 +

1
a
pn

qn−1 +
1
a
qn

∣∣∣∣ = (b− a)

(bqn−1 + qn)(aqn−1 + qn)
=

= λ([a; b]) · λ(∆n) ·
1

α2 − α1

· (qn + α1qn−1)(qn + α2qn−1)

(bqn−1 + qn)(aqn−1 + qn)
.

Легко бачити, що функцiя h(z) = z+α1

z+α2
= 1 − α2−α1

z+α2
є зростаючою на промiжку [α1;α2].

Враховуючи умову (4) маємо

(qn + α1qn−1)(qn + α2qn−1)

(bqn−1 + qn)(aqn−1 + qn)
≥ (qn + α1qn−1)(qn + α2qn−1)

(qn + α2qn−1)(qn + α2qn−1)
=

=
(qn + α1qn−1)

(qn + α2qn−1)
= h

(
qn
qn−1

)
≥ h(α1).

Нехай E — iнварiантна множина вiдносно перетворення T , причому λ(E) > 0.
Оскiльки T−n(E) = E, то маємо

λ (E ∩∆n) = λ
(
T−n(E) ∩∆n

)
≥ h(α1)

α2 − α1

· λ(E)λ(∆n)

i враховуючи лему Кноппа [2, 5], отримаємо

λ(E) = α2 − α1.

Оскiльки мiра η(·) еквiвалентна мiрi λ(·), то маємо η(E) = 1.
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2 Метричнi результати для ланцюгового A2-представлення чисел
вiдрiзку [α1;α2].

Для числа x з ланцюговим A2-зображенням (3) для набору цифр (b1, b2, . . . , bk), де
bj ∈ {α1;α2} для кожного j ∈ {1; 2; . . . ; k}, позначимо границю (за умови, що вона iснує)

ν((b1, b2, . . . , bk); x) = lim
n→∞

Nn((b1, b2, . . . , bk); x)

n
,

де Nn((b1, b2, . . . , bk); x) — кiлькiсть наборiв цифр (b1; b2; . . . ; bk) серед

(a1, a2, . . . , ak), (a2, a3, . . . , ak+1), . . . , (an−k+1, . . . , an).

Теорема 2. Для майже всiх чисел t ∈ [α1;α2] є вiрною умова: для кожного набору
(b1; b2; . . . ; bk) такого, що bj ∈ {α1;α2} для кожного j ∈ {1; 2; . . . ; k}, виконується рiвнiсть

ν((b1, b2, . . . , bk); t) =

∫
∆k(b1,b2,...,bk)

p(x)dx.

Доведення. Для заданого цилiндру ∆k(b1, b2, . . . , bk) розглянемо функцiю

r(x) =

{
1, x ∈ ∆k(b1, b2, . . . , bk),

0, x /∈ ∆k(b1, b2, . . . , bk).

За теоремою Бiркхофа-Хiнчина множина C(b1, b2, . . . , bk) чисел x таких, що

lim
n→∞

r(T (x)) + . . .+ r(T n(x))

n
=

∫
∆k(b1,b2,...,bk)

p(x)dx

має мiру η(·) рiвну 1 i вiдповiдно

λ(C(b1, b2, . . . , bk)) = α2 − α1.

Нехай множина C∗ є перетином всiх множин C(b1, b2, . . . , bk) по всiх натуральних k та
вiдповiдних наборах (b1, b2, . . . , bk). Зрозумiло, що η(C∗) = 1.

Оскiльки
n∑

k=1

r
(
T k(x)

)
= Nn((b1, b2, . . . , bk);x)

маємо потрiбне.

Враховуючи попередню теорему легко отримати наступний наслiдок

Наслiдок 1. Для майже всiх чисел x з ланцюговим A2-зображенням (3) виконуються
умови

ν((α1); x) = f(α2)− f

(
1

α1 + α2

)
= D(α1),

lim
n→∞

a1 + a2 + . . .+ an
n

= α1D(α1) + α2(1−D(α1)),

lim
n→∞

n
√
a1a2 . . . an = α

D(α1)
1 · α1−D(α1)

2 .
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Теорема 3. Позначимо

G = −
∫ α2

α1

ln(x)p(x)dx.

Для майже всiх чисел x ∈ [α1;α2] виконується умова

lim
n→∞

n
√
qn(x) = eG.

Доведення. Легко бачити, що

pn(a1; a2; . . . ; an) = qn−1(a2; a3; . . . ; an),

тобто pn(x) = qn−1(T (x)) i вiдповiдно маємо

pn(x)

qn(x)
·pn−1(T (x))

qn−1(T (x))
·. . .·p1(T

n−1(x))

q1(T n−1(x))
=
pn(x)

qn(x)

pn−1(T (x))(pn−1(T
2(x)))...p1(T

n−1(x))

pn(x)pn−1(T (x))...p2(T n−2(x))
=

1

qn(x)
,

адже p1(T n−1(x)) = 1. Маємо

− ln(qn(x)) = ln
pn(x)

qn(x)
+ ln

pn−1(T (x))

qn−1(T (x))
+ . . .+ ln

p1(T
n−1(x))

q1(T n−1(x))
.

Для z ∈ ∆k(z), маємо∣∣∣∣ln(z)− ln
pk(z)

qk(z)

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣max
∆k

(ln t)′
∣∣∣∣ · λ(∆k(z)) ≤ 2α2λ(∆k(z)).

Враховуючи (5) маємо

λ(∆k) =
α2 − α1

(α1qk−1 + qk)(α2qk−1 + qk)
≤ α2 − α1

(α1wk−1 + wk)(α2wk−1 + wk)
= ck,

причому ряд
+∞∑
n=0

cn збiгається до деякої сталої L > 0.

Таким чином, для кожного j ∈ {0; 1; . . . ;n− 1} виконується умова

ln

(
pn−j(T

j(x))

qn−j(T j(x))

)
= ln(T j(x)) + Aj(x),

де Aj(x) ≤ 2α2cn−j. За теоремою Бiркхофа-Хiнчина, для η-майже всiх x ∈ [α1;α2]

lim
n→+∞

− 1

n
·
n−1∑
k=0

lnT k(x) = G.

Оскiльки
∣∣∣∣n−1∑
k=0

Ak(x)

∣∣∣∣ ≤ n−1∑
k=0

2α2ck ≤ 2α2L маємо, що для η-майже всiх x ∈ [α1;α2]

1

n
ln(qn(x)) = − 1

n

n−1∑
k=0

ln(T k(x))− 1

n
·
n−1∑
k=0

Ak(x) → G (n→ +∞),

звiдки випливає потрiбне.

Твердження 1. Предметом подальшого дослiдження можуть бути тополого-фрактальнi
властивостi множин, якi не задовольняють метричнi умови теорем 2 та 3.
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Надiйшло 13.06.2025

Pratsiovytyi M.V., Makarchuk O.P On some metric results for representation numbers by conti-
nued A2-fractions, Bukovinian Math. Journal. 13, 1 (2025), 100–108.

The classical problem of metric number theory is the search for properties that hold almost
everywhere in the sense of the Lebesgue measure for the corresponding representation. An
important result in the corresponding context is the well-known result of E. Borel for the
classical s-adic representation of real numbers, which was subsequently significantly developed
and deepened, in particular, by means of the theory of probability and dynamical systems. The
rapid development of the theory of Diophantine approximations is associated, in particular
with the classical continued fraction representation as a means of finding the best, in some
sense, approximations of irrational numbers to rational ones. The latter aspect undoubtedly
created the need to find metric properties for numbers given by continued fractions with natural
elements. The first metric results for the classical continued fraction representation were obtai-
ned by O. Khinchyn, by rather complex methods, on the basis of a thorough analysis of the
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topological-metric properties of the corresponding representation. Other metric results were
subsequently obtained by P.Levi. An important step in the development of methods of metric
number theory was played by the theory of dynamical systems, in particular, the Birkhoff-
Khinchin theorem. A relatively new concept is the continued fraction A2-representation of
real numbers. This representation involves the use of only two positive digits of the alphabet,
the product of which is equal to 0.5. Thus, the continued fraction A2-representation of real
numbers occupies an intermediate place between the classical binary representation and the
classical chain one, which in turn is characterized by an infinite alphabet. The corresponding
similarity, on the other hand, does not allow using the means of the laws of large numbers to
find metric properties of numbers that have a continued fraction A2-representation. It should
also be noted that the direct methods used by O. Khinchin and P. Levi are also difficult
to obtain the corresponding results for the continued fraction A2-representation. The paper
considers some metric results given in terms of the continued fraction A2-representation of
real numbers with the alphabet {α1;α2}. The ergodic properties of the dynamical system are
studied of the system corresponding to the Bernoulli shift of the symbols of the corresponding
A2-representation of real numbers of the segment [α1;α2].


