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КОМУТАНТ ОДНОГО РIЗНИЦЕВОГО ОПЕРАТОРА

В просторi функцiй, аналiтичних у кругових областях, описано комутант рiзницевого опе-
ратора, пов’язаного з оператором Данкла.

The commutant of a difference operator associated with the Dunkl operator in the space of
analytic functions in circular domains is described.

Через AR, 0 < R ≤ ∞, позначимо про-
стiр усiх функцiй, аналiтичних у крузi |z| <
R, що надiлений топологiєю компактної збi-
жностi, а символом L(AR) – множину всiх
операторiв, якi лiнiйно та неперервно дiють
у просторi AR. Для довiльного k ∈ C опера-
тор Данкла, який визначається формулою

(Λkf)(z) = f ′(z) + k
f(z)− f(−z)

z
(1)

при z ̸= 0, i (Λkf)(0) = (2k + 1)f ′(0) лiнiй-
но та неперервно дiє в кожному з просторiв
AR, 0 < R ≤ ∞. Цей оператор визначений в
працях [1], [2]. Оператор Данкла вiдiграє ва-
жливу роль в рiзних задачах математики та
фiзики (див., наприклад, бiблiографiю в [3]).
Оператор Данкла та деякi його модифiкацiї
в просторах аналiтичних функцiй вивчали-
ся в працях [4]-[13]. В них, зокрема, описа-
но комутант оператора Данкла в просторах
функцiй, аналiтичних у кругових областях.
З результатiв роботи [13] випливає, що у ви-
падку, коли k ̸= −2n+1

2
, n = 0, 1, . . . оператор

T з класу L(AR) буде переставним з опера-
тором Данкла Λk тодi i тiльки тодi, коли

T =
∞∑
n=0

cnΛ
n
k ,

де (cn)
∞
n=0 – послiдовнiсть комплексних чи-

сел, для якої lim
n→∞

n
√
n!|cn| = 0 при R < ∞,

або lim
n→∞

n
√
n!|cn| <∞ при R = ∞.

Розглянемо рiзницевий оператор P , який
лiнiйно та неперервно дiє в просторi AR за
правилом

(Pf)(z) =
f(z)− f(−z)

z
(2)

при z ̸= 0 i (Pf)(0) = 2f ′(0). Оператор
Данкла є певною лiнiйною комбiнацiєю опе-
ратора диференцiювання D та рiзницевого
оператора P . Комутант оператора диферен-
цiювання в просторi AR описано в [14]. У
зв’язку з цим виникає задача про опис ко-
мутанта рiзницевого оператора P в просторi
AR. Розв’язанню цiєї задачi присвячена да-
на стаття.

Припустимо, що оператора T з класу
L(AR) є переставним з оператором P , тоб-
то виконується рiвнiсть

TP = PT. (3)

Позначимо T (zn) = φn(z), n = 0, 1, 2, . . .. По-
дiявши рiвнiстю (3) на zn, отримуємо, що

(1+(−1)n+1)φn−1(z) =
φn(z)− φn(−z)

z
. (4)

Далi розглянемо два випадки:
1) Нехай n = 2k, k = 0, 1, . . .. Тодi з (4)

одержимо, що φ2k(z) = φ2k(−z) при |z| < R.
Функцiї φ2k(z), k = 0, 1, . . . є парними фун-
кцiями з простору AR. Розкладаючи φ2k(z)
у степеневий ряд, одержимо, що

φ2k(z) =
∞∑
j=0

φ
(2j)
2k (0)

(2j)!
z2j = g2k(z

2),

де g2k(t) =
∞∑
j=0

φ
(2j)
2k (0)

(2j)!
tj, k=0,1,. . . . Покаже-

мо, що функцiї g2k ∈ AR2 при k = 0, 1, . . ..

Вiдомо [15], що функцiя g(z) =
∞∑
n=0

gnz
n на-

лежить до простору AR тодi i тiльки тодi,
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коли lim
n→∞

n
√

|gn| ≤ 1
R
. Оскiльки φ2k ∈ AR, то

lim
n→∞

n

√√√√∣∣∣∣∣φ(n)
2k (0)

(n)!

∣∣∣∣∣ = lim
j→∞

2j

√√√√∣∣∣∣∣φ(2j)
2k (0)

(2j)!

∣∣∣∣∣ ≤ 1

R

при k = 0, 1, . . .. Тому

lim
j→∞

j

√√√√∣∣∣∣∣φ(2j)
2k (0)

(2j)!

∣∣∣∣∣ =

= lim
j→∞

 2j

√√√√∣∣∣∣∣φ(2j)
2k (0)

(2j)!

∣∣∣∣∣
2

≤ 1

R2

i функцiї g2k ∈ AR2 при k = 0, 1, . . ..
2) Нехай n = 2k + 1, k = 0, 1, . . .. Тодi (4)

матиме вигляд

2φ2k(z) =
φ2k+1(z)− φ2k+1(−z)

z
.

Отже,

φ2k+1(z)− φ2k+1(−z) = 2zg2k(z
2) (5)

при |z| < R.
Запишемо функцiї φ2k+1(z) у виглядi

φ2k+1(z) = ψ2k+1(z) + θ2k+1(z),

де ψ2k+1(z) – парна, а θ2k+1(z) – непарна
функцiї з простору AR, k = 0, 1, . . .. Тодi (5)
набуде вигляду

ψ2k+1(z)+ θ2k+1(z)−ψ2k+1(−z)− θ2k+1(−z) =

= 2zg2k(z
2).

Звiдси отримуємо, що θ2k+1(z) = zg2k(z
2)

при |z| < R i ψ2k+1(z) – довiльнi парнi
функцiї з простору AR, k = 0, 1, . . .. Тодi
за доведеним вище твердженням маємо, що
ψ2k+1(z) = g2k+1(z

2), де g2k+1(t) – деякi фун-
кцiї з простору AR2 , k = 0, 1, . . .. Таким чи-
ном, ми одержали, що

φ2k+1(z) = g2k+1(z
2) + zg2k(z

2), (6)

i
φ2k(z) = g2k(z

2), (7)

де k = 0, 1, . . ..

Нагадаємо канонiчне зображення лiнiй-
них неперервних операторiв T : AR1 −→ AR2

[15]. Для того, щоб оператор T лiнiйно i не-
перервно дiяв з AR1 в AR2 необхiдно i доста-
тньо, щоб T зображався у виглядi

(Tf)(z) =
∞∑
n=0

fnφn(z), (8)

де f(z) =
∞∑
n=0

fnz
n ∈ AR1 , а (φn(z))

∞
n=0 – по-

слiдовнiсть функцiй з простору AR2 , яка за-
довольняє умову

∀r2 < R2 ∃r1 < R1 ∃C > 0 ∀n = 0, 1, . . . :

||φn||r2 ≤ Crn1 . (9)

При цьому φn(z) = Tzn, n = 0, 1, . . .. Умова
(9) називається умовою неперервностi лiнiй-
ного оператора T : AR1 → AR2 .

Покажемо, що з умови неперервностi для
послiдовностi функцiй (φn(z))

∞
n=0 у просторi

AR випливає аналогiчна умова для послiдов-
ностi функцiй (gn(z))

∞
n=0 з R1 = R та R2 =

R2. Оскiльки за допущенням T – лiнiйний
неперервний оператор який дiє в просторi
AR, то умова (9) виконується з R1 = R2 = R.
Виберемо довiльне додатнє r2 < R2. Позна-
чимо r′2 =

√
r2 < R. Тодi для числа r′2 =

√
r2

за умовою (9) при R1 = R2 = R для послi-
довностi функцiй (φn(z))

∞
n=0 iснують число

r1 < R i стала C > 0 такi такi, що

||φn||r′2 ≤ Crn1 , n = 0, 1, 2, . . . .

Зокрема,

||φ2k||r′2 ≤ Cr2k1 , ||φ2k+1||r′2 ≤ Cr2k+1
1 ,

k = 0, 1, . . .. Тодi використовуючи (6) i (7),
матимемо

||g2k||r2 = max
|t|≤r2

|g2k(t)| = max
|z2|≤r2

|g2k(z2)| =

= max
|z|≤√

r2
|φ2k(z)| = ||φ2k||√r2 = ||φ2k||r′2 ≤ Cr2k1 .

Таким чином,

||g2k||r2 ≤ Cr2k1 , k = 0, 1, . . . (10)

Знову використовуючи (6) i (7), отримаємо

||g2k+1||r2 = max
|t|≤r2

|g2k+1(t)| =
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max
|z2|≤r2

|g2k+1(z
2)| = max

|z|≤√
r2
|φ2k+1(z)−zφ2k(z)| ≤

≤ max
|z|≤r′2

|φ2k+1(z)|+max
|z|≤r′2

(|z||φ2k(z)|) ≤

≤ Cr2k+1
1 + r′2Cr

2k
1 =

(
C + C

r′2
r1

)
r2k+1
1 .

Таким чином,

||g2k+1||r2 ≤
(
C + C

r′2
r1

)
r2k+1
1 . (11)

Якщо позначити C ′ = C + C
r′2
r1

, то з (10)

i (11) випливає, що ||gn||r2 ≤ C ′rn1 , n =
0, 1, . . .. Таким чином, послiдовнiсть фун-
кцiй (gn(z))

∞
n=0 з простору AR2 дiйсно задо-

вольняє умову неперервностi (9) для R1 = R
i R2 = R2. Тому за теоремою про канонi-
чний вигляд лiнiйних неперервних операто-
рiв одержуємо, що iснує лiнiйний неперерв-
ний оператор A : AR −→ AR2 для якого

Azn = gn(z), n = 0, 1, . . . .

При цьому для довiльної функцiї f(z) =
∞∑
n=0

fnz
n ∈ AR, маємо (Af)(z) =

∞∑
n=0

fngn(z).

Тодi для довiльної функцiї f(z) =
∞∑
n=0

fnz
n ∈

AR отримуємо

(Tf)(z) =
∞∑
n=0

fnφn(z) =
∞∑
k=0

f2kφ2k(z)+

+
∞∑
k=0

f2k+1φ2k+1(z) =
∞∑
k=0

f2kg2k(z
2)+

+
∞∑
k=0

f2k+1

(
g2k+1(z

2) + zg2k(z
2)
)
=

=
∞∑
n=0

fngn(z
2) + z

∞∑
k=0

f2k+1g2k(z
2).

Через K позначимо оператор композицiї,
який дiє з простору AR2 у простiр AR за пра-
вилом

(Kg)(z) = g(z2).

Тодi
∞∑
n=0

fngn(z
2) = (KAf)(z)

i

z
∞∑
k=0

f2k+1g2k(z
2) =

(z
2
KAPf

)
(z).

Таким чином, одержуємо, що (Tf)(z) =
(KAf)(z) + 1

2
(UzKAPf)(z) при |z| < R, де

Uz – оператор множення на z. Отже,

T = KA+
1

2
UzKAP. (12)

Таким чином, ми довели необхiднiсть умов
наступної теореми.

Теорема. Для того, щоб T належав до
класу L(AR) i був переставним з операто-
ром P , необхiдно i достатньо, щоб вiн зо-
бражався у виглядi (12), де A – довiльний
оператор з класу L(AR, AR2).

Доведення. Достатнiсть. Нехай A –
довiльний оператор з класу L(AR, AR2). То-
дi формулою (12) визначається оператор T ,
який належить множинi L(AR). Залишилося
перевiрити, що T переставний з P . Позначи-
мо gn(z) = Azn, n = 0, 1, . . .. Оскiльки

(PT )(z2n) = (PKA+
1

2
PUzKAP )(z

2n) = 0;

(PT )(z2n+1) = (PKA+
1

2
PUzKAP )(z

2n+1) =

= (PKA)(z2n+1) + (PUzKA)(z
2n) =

= (PUzKg2n)(z) = P (z(g2n(z
2)) = 2g2n(z

2);

(TP )(z2n) = (KAP +
1

2
UzKAP

2)(z2n) = 0;

(TP )(z2n+1) = (KAP +
1

2
UzKAP

2)(z2n+1) =

= (2KA)(z2n) +

(
1

2
UzKAP

)
(z2n) =

= (2Kg2n)(z) = 2g2n(z
2),

то виконується рiвнiсть (PT )(zn) =
(TP )(zn), n = 0, 1, . . .. Використовуючи
лiнiйнiсть та неперервнiсть операторiв P
та T на просторi AR звiдси випливає, що
оператори P та T є переставними в AR.
Теорема доведена.

Якщо A – довiльний оператор з класу
L(AR, AR2), то формулою B = KA опису-
ється загальний вигляд операторiв, якi дi-
ють з простору AR в A(0)

R , де A(0)
R – пiдпро-

стiр простору AR, який складається з усiх
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парних функцiй простору AR. Тому є пра-
вильним наступне твердження.

Наслiдок. Для того, щоб T належав до
класу L(AR) i був переставним з операто-
ром P , необхiдно i достатньо, щоб вiн зо-
бражався у виглядi

T = B +
1

2
UzBP,

де B – довiльний оператор з класу з класу
L(AR, A

(0)
R ).
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