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МНОГОЧЛЕНИ РОЗБИТТIВ
Запропоновано унiфiкований пiдхiд до вичення многочленiв розбиттiв.

In this paper, the authors propose a unified approach to the study of partition polynomials.

Многочлени розбиттiв знаходять широкi
застосування в дискретнiй математицi. Во-
ни виникають при диференцiюваннi складе-
них функцiй [1], в теорiї чисел [2], алгебрi
тощо. Поняття многочленiв розбиттiв вве-
дене Беллом у [3]. Вони, як правило, пов’я-
занi з лiнiйними рекурентними спiввiдноше-
ннями, якi дозволяють їх ефективно гене-
рувати. Проте, iсторично склалося так, що
рекурентнi спiввiдношення та вiдповiднi їм
многочлени розбиттiв дослiджувалися без
видимого взаємозв’язку. З появою апарату
числення трикутних матриць, зокрема його
парафункцiй, з’явилася можливiсть побудо-
ви бiєктивних взаємозв’язкiв мiж парафун-
кцiями трикутних матриць, многочленами
розбиттiв та лiнiйними рекурентними спiв-
вiдношеннями. Бiльше того, з’явилася мо-
жливiсть унiфiкованого пiдходу до вивчен-
ня всiх многочленiв розбиттiв, введення по-
няття оберненого многочлена розбиттiв то-
що. У [4] вивчався клас многочленiв розбит-
тiв, що задається парафункцiями спецiаль-
них трикутних матриць з першим довiльним
стовпцем. У цiй роботi дослiджуються мно-
гочлени розбиттiв, що задаються парафун-
кцiями загальної трикутної матрицi.

Попереднi означення та твердження

Означення 1. Парадетермiнантом та па-
раперманентом трикутної матрицi

A =




a11

a21 a22
... . . .

. . .
an1 an2 . . . ann


 (1)

називаються вiдповiдно функцiї

ddet(A) =
n∑

r=1

∑
p1+...+pr=n

(−1)n−r×

×
r∏

s=1

{ap1+...+ps,p1+...+ps−1+1}, (2)

pper(A) =

=
n∑

r=1

∑
p1+...+pr=n

r∏
s=1

{ap1+...+ps,p1+...+ps−1+1},

Означення 2. Факторiальним m-
добутком {aij}m, 1 6 m 6 n елемента
aij деякої трикутної матрицi, назвемо
добуток

{aij}m =

min(i,m)∏

k=j

aik,

а набiр таких m-добуткiв — нормальним
m-набором трикутної матрицi, якщо об’-
єднання усiх їх спiвмножникiв утворює
множину потужностi m. Множину всiх
нормальних m-наборiв трикутної матрицi
позначимо через Am.

Кожному елементу aij заданої трикутної
матрицi (1) поставимо у вiдповiднiсть три-
кутну матрицю з цим елементом у лiвому
нижньому кутi, яку назвемо рогом заданої
трикутної матрицi i позначимо через Rij(A).
Очевидно, що рiг Rij(A) є трикутною матри-
цею (i− j + 1)–го порядку. В рiг Rij(A) вхо-
дять тiльки тi елементи ars трикутної ма-
трицi (1), iндекси яких задовольняють спiв-
вiдношення j 6 s 6 r 6 6 i.
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Парафункцiї трикутних матриць можна
розкладати за елементами їх останнього
рядка:

ddet (A) =
n∑

s=1

(−1)n+s {ans} ·ddet (Rs−1,1),

(3)

pper(A) =
n∑

s=1

{ans} · pper(Rs−1,1). (4)

Означення 3. [6]. Скалярним добутком ве-
ктора

(b1, b2, . . . , bn)

на парадетермiнант трикутної матрицi
(1) назвемо число




b1

b2
...
bn


 ·

a11

a21 a22
...

... . . .
an1 an2 · · · ann n

def
=

=
n∑

r=1

br ·
∑

p1+...+pr=n

(−1)n−r ×

×
r∏

s=1

{
ap1+...+ps,p1+...+ps−1+1

}
. (5)

Аналогiчно визначається скалярний до-
буток вектора на параперманент трикутної
матрицi.

Скалярним добутком вектора
(b1, b2, . . . , bn) на параперманент трику-
тної матрицi (1) назвемо число

(b1, b2, . . . , bn) · pper(A)
def
=

n∑
r=1

br×

×
∑

p1+...+pr=n

r∏
s=1

{
ap1+...+ps,p1+...+ps−1+1

}
. (6)

Розглянемо трикутну матрицю виду

A=




τ11 · x1z
τ21 · x2

x1
τ22 · x1z

... · · · . . .
τn1 · xn

xn−1
τn2 · xn−1

xn−2
· · · τnn · x1z




n

=

=

(
τij · xi−j+1

xi−j

· zδij

)

16j6i6n,

(7)

тут x0 = 1, τij — деякi дробово-рацiональнi
функцiї аргументiв i, j, а δij — символ Кро-
некера.

Означення 4. [8]. Многочленами розбит-
тiв назвемо многочлени виду

P (x1, . . . , xn; z) =
n∑

m=1

ym · zm×

×
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n
λ1+λ2+...+λn=m

c(n; λ1, . . . λn) · xλ1
1 · . . . · xλn

n , (8)

де λi — цiлi невiд’ємнi числа,
c(n; λ1, λ2, . . . , λn) — деякi дробово-рацi-
ональнi вирази, а ym, m = 1, . . . , n —
компоненти деякого n–вимiрного вектора.

Зауваження 1. Якщо у рiвностi (8)

ym ≡ 1, m = 1, 2, . . . , n,

то вона матиме вигляд

P (x1, . . . , xn; z) =

=
n∑

m=1

zm·
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n
λ1+λ2+...+λn=m

c(n; λ1, . . . , λn)xλ1
1 · . . . · xλn

n =

=
∑

λ1+...+nλn=n

c(n; λ1, . . . λn)xλ1
1 · . . . · xλn

n . (9)

Многочлени виду (9) назвемо примiтив-
ними многочленами розбиттiв.

Теорема 1. [8]. Добуток вектора на па-
рафункцiю трикутної матрицi виду (7) є
многочленом розбиттiв, тобто виконую-
ться рiвностi:

(y1, y2, . . . , yn) · pper(A) =

=
n∑

m=1

ym ·
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n
λ1+λ2+...+λn=m

c(n; λ1, . . . λn) · xλ1
1 · . . . · xλn

n

(10)
(y1, y2, . . . , yn) · ddet(A) =

=
n∑

m=1

ym ·
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n
λ1+λ2+...+λn=m

(−1)n−mc(n; λ1, . . . λn)×

×xλ1
1 · . . . · xλn

n . (11)
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У наступному параграфi дослiджуються
примiтивнi многочлени розбиттiв, в яких всi
компоненти вектора (y1, y2, . . . , yn) дорiвню-
ють одиницi.

Парафункцiї трикутних матриць та
многочлени розбиттiв

Теорема 2. Рiвностi

yn =

τ11x1

τ21
x2

x1... . . .
τn−1,1

xn−1

xn−2
· · · τn−1,n−1x1

τn1
xn

xn−1
· · · τn,n−1

x2

x1
τnnx1

n
(12)

yn = x1yn−1 − x2yn−2 + x3yn−3 − . . . +

(−1)n−m−1xn−mym +(−1)n−m{τnm}mxn−m+1×
×ym−1 + (−1)n−m+1{τn,m−1}mxn−m+2ym−2+

+ . . . + (−1)n−1{τn1}mxny0 (13)

yn =
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)n−k

n∑
i=m

A(λ, τ, i)×

×xλ1
1 · . . . · xλn

n

λ1! · . . . · λn!
, (14)

де τij = 1 при m + 1 6 j 6 n,

A(λ, τ, i) =

m∑
r=1

(k− r)!
∑

α1+...+αr=m,
αj∈{1λ1 ,2λ2 ,...,nλn},j=1,...,r

λα1λα2 · . . . ·λαr−1λi−m+αr×

×{τi,m−αr+1}m

r−1∏
s=1

{τα1+...+αs,α1+...+αs−1+1}m,

(15)
причому

λαj
λαj

· . . . · λαj︸ ︷︷ ︸
k

= λk
αj

=

= λαj
(λαj

− 1) · . . . · (λαj
− k + 1), j = 1, . . . , r

рiвносильнi мiж собою.

Доведення. Перш за все вiдзначи-
мо, що рекурентна рiвнiсть (13) безпосере-
дньо випливає iз рiвностi (12) в результатi
розкладу парадетермiнанта за елементами
останнього рядка.

Доведемо справедливiсть рiвностi (14).
Многочлен розбиття, вiдповiдний параде-
термiнанту трикутної матрицi

〈
xi−j+1

xi−j

〉

16j6i6n

,

згiдно з теоремою 4 iз [5], має вигляд
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)n−(λ1+λ2+...+λn)×

×(λ1 + λ2 + . . . + λn)!

λ1!λ2! · . . . · λn!
· xλ1

1 xλ2
2 · . . . · xλn

n .

Якщо ж m = n, то справедливий наслi-
док.

Знайдемо коефiцiєнт при нормальному
m-наборi трикутної матрицi правої частини
рiвностi (12). Елемент τij факторiального m-
добутку {τij}m лежить на i−j+1 - iй пiддiа-
гоналi трикутної матрицi, тому разом з цим
добутком до многочлена входитиме змiнна
xi−j+1. Отже, доданок

k!
xλ1

1 · . . . · xλi−j+1

i−j+1 · . . . · xλn
n

λ1! · . . . · λi−j+1! · . . . · λn!
,

λ1 + λ2 + . . . + λn = k

отримає вигляд

. . . λi−j+1{τij}m . . .·k!·x
λ1
1 · . . . · xλi−j+1

i−j+1 · . . . · xλn
n

λ1! · . . . · λi−j+1! · . . . · λn!
.

Зробимо замiну λ1 = λ
′
1, . . . , λi−j+1 + 1 =

= λ
′
i−j+1, . . . , λn = λ

′
n, тодi останнiй доданок

матиме вигляд

. . . λ
′
i−j+1{τij}m . . . · (k′ − 1)!×

×x
λ
′
1

1 · . . . · xλ
′
i−j+1

i−j+1 · . . . · xλn
′

n

λ
′
1! · . . . · λ′i−j+1! · . . . · λ′n

,

де k
′
= k + 1.

Якщо ж до нормального m-набору вхо-
дить ще один факторiальний m-добуток
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{τi1,j1}, елемент τi1,j1 якого лежить на (i −
j+1)-iй пiддiагоналi, тобто виконується рiв-
нiсть i− j +1 = i1− j1 +1, то останнiй одно-
член многочлена, очевидно, прийме вигляд

. . . λ
′′
i−j+1(λ

′′
i−j+1−1){τij}m{τi1,j1}m . . . (k

′′−2)!×

×x
λ
′′
1

1 · . . . · xλ
′′
i−j+1

i−j+1 · . . . · xλn
′′

n

λ
′′
1 ! · . . . · λ′′i−j+1! · . . . · λ′′n

.

Таким чином, побудувавши при допомозi
впорядкованого розбиття

α1 + α2 + . . . + αr = m

нормальний m-набiр трикутної матрицi

{τi,m−αr+1}m

r−1∏
s=1

{τα1+...+αs,α1+...+αs−1+1}m,

коефiцiєнт бiля одночлена xλ1
1 xλ2

2 · . . . · xλn
n

матиме вигляд

n∑
i=m

A(λ, τ, i),

де A(λ, τ, i) задається рiвнiстю (15).
Важливим граничним частинним випад-

ком теореми 2 є наступний

Наслiдок 1. Наступнi рiвностi рiвносиль-
нi мiж собою:

yn =

τ11x1

τ21
x2

x1... . . .
τn−1,1

xn−1

xn−2
· · · τn−1,n−1x1

τn1
xn

xn−1
· · · τn,n−1

x2

x1
τnnx1

n
(16)

yn = {τnn}x1yn−1 − {τn,n−1}x2yn−2+

+{τn,n−2}x3yn−3 − . . . + (−1)n−2{τn2}xn−1y1+

+(−1)n−1{τn1}xny0 (17)

yn =
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)n−kA(λ, τ, n)
xλ1

1 · . . . · xλn
n

λ1! · . . . · λn!
,

(18)

де

A(λ, τ, n) =
n∑

r=1

(k− r)!
∑

α1+...+αr=n,
αi∈{1λ1 ,2λ2 ,...,nλn}, i=1,r

λα1λα2 · . . . · λαr×

×
r∏

s=1

{τα1+...+αs,α1+...+αs−1+1},

або

A(λ, τ, n) =




(k − 1)!
(k − 2)!

...
(k − n)!


×

×




λ1τ11
λ2

λ1
τ21 λ1τ22

... . . .
. . .

λn

λn−1
τn1

λn−1

λn−2
τn2 . . . λ1τnn


 , (19)

де добуток
λi · . . . · λi︸ ︷︷ ︸

k

розглядається як спадний факторiальний
степiнь λk

i

Доведення. При m = n рiвностi (12-13),
очевидно, перейдуть у рiвностi (16-17). По-
кладемо у рiвностi (14) m = n, тодi матиме-
мо

n∑
i=m

A(λ, τ, i) = A(λ, τ, n),

причому

{τn,n−αr+1}n = {τα1+...+αr,α1+...+αr−1+1}n

i вона перейде у рiвнiсть (18). Те, що
A(λ, τ, n) можна подати у виглядi скалярно-
го добутку (19) випливає безпосередньо iз
означення парадетермiнанта та скалярного
добутку вектора на парадетермiнант трику-
тної матрицi.

Аналогiчно формулюються та доводя-
ться вiдповiднi теорема та наслiдок для па-
раперманента трикутної матрицi.
Теорема 3.

yn =




τ11x1

τ21
x2

x1... . . .
τn−1,1

xn−1

xn−2
· · · τn−1,n−1x1

τn1
xn

xn−1
· · · τn,n−1

x2

x1
τnnx1




n
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yn = x1yn−1+x2yn−2+x3yn−3+ . . .+xn−mym+

+τnmxn−m+1ym−1 + τnmτn,m−1xn−m+2ym−2+

+ . . . + τnmτn,m−1 · . . . · τn1xny0

yn =
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

n∑
i=m

A(λ, τ, i) · xλ1
1 · . . . · xλn

n

λ1! · . . . · λn!
,

де τij = 1 при m + 1 6 j 6 n,

A(λ, τ, i) =
m∑

r=1

(k−r)!
∑

α1+...+αr=m,
αi∈{1λ1 ,2λ2 ,...,nλn},i=1,...,r

λα1λα2 · . . . ·λαr−1λi−m+αr×

×{τi,m−αr+1}m

r−1∏
s=1

{τα1+...+αs,α1+...+αs−1+1}m·,
причому

λα1λα2 · . . . · λαk
= λk

α1
=

= λα1(λα1 − 1) · . . . · (λα1 − k + 1),

якщо α1 = α2 = . . . = αk.
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