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НЕПЕРЕРВНИЙ ПРОЄКТОР ДВIЙКОВОГО ЗОБРАЖЕННЯ ЧИСЕЛ В

ЛАНЦЮГОВЕ A2-ЗОБРАЖЕННЯ

У роботi вводиться в розгляд i вивчається одна неперервна функцiя, що є проєктором
цифр класичного двiйкового зображення чисел в цифри ланцюгового A2-зображення з
нульовою надлишковiстю, а саме функцiя виду:

f(

∞∑
n=1

αn

2n
) = 1/2α1−1+1/2−α2+1/2α3−1+1/2−α4+ ...+1/2α2k−1−1+1/2−α2k + ..., αn ∈ {0; 1}.

В роботi обґрунтовується коректнiсть означення функцiї f , яка могла бути порушена че-
рез iснування чисел, що мають два формально рiзнi двiйковi зображення, доводиться її
неперервнiсть та монотоннiсть. Використовуючи нормальнi властивостi чисел за їх двiй-
ковим зображенням (властивостi, якими володiють зображення чисел множини повної
мiри Лебега) i теорему Лебега, яка констатує iснування майже скрiзь скiнченної похiдної
у неперервної монотонної функцiї, доводиться сингулярнiсть функцiї f . Пiд сингулярною
функцiєю розумiється неперервна функцiя, вiдмiнна вiд константи, похiдна якої рiвна
нулю майже скрiзь у розумiннi мiри Лебега.

У статтi висвiтлюється взаємозв’язок розглядуваної функцiї, оператора правосторон-
нього зсуву цифр та iнверсора цифр ланцюгового зображення чисел. На основi даного
взаємозв’язку обгрунтовується сингулярнiсть iнверсора цифр ланцюгового зображення
чисел.

Ключовi слова i фрази: ланцюговий дрiб, A2-зображення чисел, проєктор цифр, iн-
версор цифр, сингулярна функцiя, нормальна властивiсть чисел за його зображенням,
суперпозицiя сингулярних функцiй.
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Вступ

Функцiї зi складними локальними властивостями часто виникають як вiдображення, по-
родженi перетворювачами цифр одного зображення чисел в iнше. Цi зображення можуть збi-
гатися, можуть бути узгодженнi (геометрiєю, алфавiтами). Окрему увагу заслуговує клас не-
перервних функцiй, для яких системи зображення узгодженi потуж- ностями алфавiтiв, але
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не обов’язково геометрiєю зображення. Серед цiкавих прикладiв таких функцiй зi складних
диференцiальними властивостями, означених в термiнах ланцюгових зображень чисел можна
навести такi: сингулярна функцiя Мiнковського [8], сингулярна функцiя типу Сєндова [2],
неперервнi нiде не монотоннi функцiї типу Трибiн-функцiй [13, 12] тощо. Вивчення їх дифе-
ренцiальних властивостей в кожному з випадкiв вимагає свої iндивiдуальнi пiдходи. Загальних
методiв доведення сингулярнос- тi функцiї, хоча б одна зi змiнних якої записана ланцюговим
зображенням чисел, на сьогоднi нам невiдомi.

В роботi дослiджується одна неперервна функцiя, значення якої записане нескiнче- нним
ланцюговим A2-зображенням чисел i доводимо її сингулярнiсть, черпаючи iдеї доведення ре-
алiзованi в роботi [2].

1 Ланцюгове A2-зображення дiйсних чисел

Ланцюговим дробом називається вираз виду

a0 +
1

a1 +
1

a2+
1

a3+...

≡ a0 + 1/a1 + 1/a2 + 1/a3... ≡ [a0; a1, a2, a3, . . .]

де ai ∈ R, i ∈ N, a0 ∈ N0. Збiжнiсть нескiнченного ланцюгового дробу забезпечує теорема
Зейделя [9]. Вiдомо, що будь-яке дiйсне число x ∈ R можна подати у виглядi елементарного
ланцюгового дробу, тобто такого, для якого an ∈ N.

Значення скiнченного ланцюгового дробу [a0; a1, a2, ..., an] є рацiональним числом, тобто
[a0; a1, a2, ..., an] =

pn
qn

, причому дрiб pn
qn

нескоротний. Дрiб виду pn
qn

називають пiдхiдним дробом
ланцюгового дробу [a0; a1, a2, ..., an]

Для пiдхiдних дробiв мають мiсце наступнi рекурентнi спiввiдношення:{
pn = anpn−1 + pn−2,

qn = anqn−1 + qn−2,
n ∈ N, де

{
p0 = a0,

q0 = 1,

{
p−1 = 1,

q−1 = 0.

Справедливими є наступнi властивостi пiдхiдних дробiв [3]: для будь-якого k ∈ N

1) qkpk−1 − pkqk−1 = (−1)k;

2) qk
qk−1

= [ak; ak−1, ..., a1];

3) [a0; a1, a2, ...., ak] = pk−1rk+pk−2

qk−1rk+qk−2
, де rk = [ak; ak+1, ak+2, ...].

Для нескiнченного ланцюгового дробу [a0; a1, ..., an, ...] i вiдповiдних пiдхiдних дробiв pn
qn

=

[a0; a1, ..., an] має мiсце рiвнiсть

lim
n→∞

pn
qn

= [a0; a1, ..., an, ...].

Розглянемо одне кодування дiйсних чисел вiдрiзка [12 ; 1] нескiнченними ланцюговими дро-
бами, а саме A2-дробами. Нехай A2 ≡ {1

2 , 1} – алфавiт, L2 ≡ A2 × A2 × ... – простiр послiдов-
ностей елементiв алфавiту A2.

Ланцюговим A2-дробом (коротко A2-дробом) називається ланцюговий дрiб виду

0 + 1/a1 + 1/a2 + ...+ 1/an + ..., де an ∈ A2.
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Теорема 1. [1] Для довiльного числа x ∈ [12 ; 1] iснує послiдовнiсть (an) ∈ L2 така, що

x = 1/a1 + 1/a2 + ...+ 1/an + ... ≡ ∆A2
a1a2...an.... (1)

Розклад числа x в ланцюговий дрiб [0; a1, ..., an, ...] називається ланцюговим A2-представленням,
а запис виду ∆A2

a1a2...an... – його ланцюговим A2-зображенням.

Означення 1. [1] Цилiндром рангу m з основою c1c2...cm називається множина ∆A2
c1c2...cm чисел

виду ∆A2
c1c2...cma1a2..., тобто

∆A2
c1c2...cm = {x : x = ∆A2

c1c2...cma1a2...an..., an ∈ A2 ∀n ∈ N}.

Цилiндр ∆A2
c1c2...cm є вiдрiзком з кiнцями:

[0; c1, ..., cm, (e1, e0)] i [0; c1, ..., cm, (e0, e1)],

причому де лiвий, а де правий залежить вiд парностi i непарностi m.
Дiаметр (довжина) цилiндра ∆A2

c1c2...cm виражається формулою [1, 10]:

|∆A2
c1c2...cm | =

1

(qm−1 + qm)(qm−1 + 2qm)
=

(2c2 + 1 + 2c qm−1

qm
)

(1 + c qm−1

qm
)

|∆A2
c1c2...cmc|. (2)

З тополого-метричною i ймовiрнiсною теорiями ланцюгового A2-зображення чисел можна
ознайомитися в роботах [4, 5, 6].

2 Основний об’єкт дослiдження

Для означення об’єкту дослiдження нагадаємо, що пiд класичним двiйковим зобра- женням
чисел ми розумiємо запис виду ∆2

α1α2...αn..., αn ∈ {0; 1} ≡ A i його змiст

∆2
α1α2...αn... =

∞∑
n=1

αn

2n
=

∞∩
n=1

∆2
α1...αn

, ∆2
α1...αn

=

[
n∑

i=1

αi

2i
;

n∑
i=1

αi

2i
+

1

2n

]
.

Розглядається функцiя f , означена рiвнiстю

f(x) = f(∆2
α1α2...α2n−1α2n...) = ∆A2

( 1
2)

[1−α1]( 1
2)

α2 ...( 1
2)

[1−α2n−1]( 1
2)

α2n ...
. (3)

Означення функцiї рiвнiстю (3) є коректним, незважаючи на те, що двiйково-рацiо- нальнi
числа (тобто числа виду ∆2

α1...αn−10(1)
= ∆2

α1...αn−11(0)
) мають два формально рiзнi зображення.

Справдi,

f(∆2
α1...α2n(0)

) = ∆A2

( 1
2)

[1−α1]...( 1
2)

α2n ( 1
2
1)

= ∆A2

( 1
2)

[1−α1]...( 1
2)

α2n−1
(1 1

2
)
= f(∆2

α1...[α2n−1](1)),

f(∆2
α1...α2n−1(0)

) = ∆A2

( 1
2)

[1−α1]...( 1
2)

[1−α2n−1](1 1
2
)
= ∆A2

( 1
2)

[1−α1]...( 1
2)

2−α2n−1 ( 1
2
1)

= f(∆2
α1...[α2n−1−1](1)).

Теорема 2. Функцiя f(x) є неперервною строго спадною функцiєю, причому f(0) = 1 i f(1) =
1
2 .
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Доведення. Обґрунтуємо окремо неперервнiсть функцiї f по множинi двiйково-рацiона- льних
та двiйково-iррацiональних чисел. Нехай x0 = ∆2

α1...αn... – двiйково-iррацiональна точка вiд-
рiзка [0; 1]. Функцiя f є неперервною в точцi x0, якщо для довiльної послiдовностi двiйково-
iррацiональних чисел має мiсце рiвнiсть lim

x→x0

|f(x) − f(x0)| = 0. З того, що x ̸= x0 слiдує, що

iснує такий номер m, що αm(x) ̸= αm(x0) i αi(x) = αi(x0), i < m. Тодi умова x → x0 рiвно-
сильна тому, що m → ∞. Не порушуючи загальностi, вважатимемо, що αm(x0) = αm, тодi
x = ∆2

α1...αm−1[1−αm]α′
m+1α

′
m+2...

. Нехай

f(x0) = ∆A2
b1b2...bm−1bm... =

rm+1pm + pm−1

rm+1qm + qm−1
, rm+1 = [bm+1; bm+2, bm+3...]

f(x) = ∆A2
b1b2...bm−1b′m... =

r′m+1pm + pm−1

r′m+1qm + qm−1
, r′m+1 = [b′m+1; b

′
m+2, b

′
m+3...].

Тодi

lim
x→x0

|f(x)− f(x0)| = lim
m→∞

|rm+1pm + pm−1

rm+1qm + qm−1
−

r′m+1pm + pm−1

r′m+1qm + qm−1
| =

= lim
m→∞

|rm+1 − r′m+1|
(rm+1qm + qm−1)(r′m+1qm + qm−1)

= 0.

В силу довiльностi вибору x0, функцiя f є неперервною по множинi двiйково-iррацiона льних
чисел. Неперервнiсть функцiї f по множинi двiйково-рацiональних чисел є прямим наслiдком
коректностi означення функцiй в двiйково-рацiональнiй точцi.

Розглянемо два довiльнi числа x1 = ∆2
α1α2...αn... i x2 = ∆2

β1β2...βn...
, такi що x1 < x2, тобто

iснує таке натуральне число n, що має мiсце одна з умов:

αi = βi, i = 1, 2, ..., 2n, але 0 = α2n+1 < β2n+1 = 1,

αi = βi, i = 1, 2, ..., 2n− 1, але 1 = α2n > β2n = 0,

тодi для вiдповiдних значень функцiї мають мiсце нерiвностi (згiдно з правилами порiв- няння
чисел за їх ланцюговим зображенням [1]):

f(x1) = ∆A2

( 1
2
)[1−α1]( 1

2
)α2 ...( 1

2
)α2n 1

2
...
> ∆A2

( 1
2
)[1−α1]( 1

2
)α2 ...( 1

2
)α2n1...

= f(x2),

f(x1) = ∆A2

( 1
2
)[1−α1]( 1

2
)α2 ...( 1

2
)α2n−11...

> ∆A2

( 1
2
)[1−α1]( 1

2
)α2 ...( 1

2
)α2n−1 1

2
...
= f(x2).

Отже, з умови x1 < x2 випливає, що f(x1) > f(x2), а значить функцiя є строго спадною,
причому f(0) = f(∆2

(0)) = ∆A2

( 1
2
1)

= 1, f(1) = f(∆2
(1)) = ∆A2

(1 1
2
)
= 1

2 .

Теорема 3. Функцiя f є сингулярною.

Доведення. Оскiльки функцiя f неперервна i монотонна, то згiдно з теоремою Лебега, вона має
скiнченну похiдну у майже всiх точках областi визначення. Позначимо множину таких точок
через D. Розглянемо число x0 ∈ D, таке, що є нормальним числом [2] (тобто використовує
довiльний набiр нулiв та одиниць нескiнченну кiлькiсть раз у своєму двiйковому зображеннi,
як вiдомо, множина H таких чисел є множиною повної мiри Лебега). Тодi x0 ∈ W = D ∩H.
Таким чином λ(W ) = 1, як мiра перерiзу двох множин повної мiри Лебега.
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Нехай f(x0) = f(∆2
α1...αn...) = ∆A2

a1a2...an.... Використовуючи означення цилiндричної похi-
дної [10], маємо

−f ′(x0) = lim
n→∞

|f(∆2
α1...αn

)|
|∆2

α1...αn
|

= lim
n→∞

|∆A2
a1...an |

|∆2
α1...αn

|
= lim

n→∞

|∆A2
a1...an |
1
2n

=
1

2
lim
n→∞

n∏
k=1

2|∆A2
a1...ak

|
|∆A2

a1...ak−1 |
=

=
1

2

∞∏
n=1

2|∆A2
a1...an |

|∆A2
a1...an−1 |

=
1

2

∞∏
n=1

2(1 + a qn−1

qn
)

2a2 + 1 + 2a qn−1

qn

=

=
1

2

∞∏
n=1

2
a + 2 qn−1

qn

3 + 2 qn−1

qn

, a ∈
{
1

2
, 1

}
.

Оскiльки останнiй вираз пiд добутком не прямує до 1, коли n → ∞, а тому необхiдна умова
збiжностi нескiнченного добутку не виконується, то з того, що x0 ∈ W , маємо f ′(x0) = 0 майже
скрiзь у розумiннi мiри Лебега. А отже, функцiя f сингулярна.

Лема 1. Графiк Γf функцiї є автомодельною множиною (тобто такою, що можна подати у ви-
глядi об’єднання пiдмножин, якi еквiвалентнi усiй множинi вiдносно деякої групи перетворень
площини) Γf =

∪
(i,j)∈A×A

gij(Γf ), де

gij :

x′ = x
22

+ 2i+j
22

,

y′ = 1
2i−1+ 1

2−j+y

,
(i, j) ∈ A×A, gij(M(x; y)) = M ′(x′; y′).

Доведення. Розглянемо довiльну точку M(x′; y′) ∈ Γf , тодi M(x′; y′) ∈ ∆2
ij × ∆A2

( 1
2
)[1−i]( 1

2
)j

, де

(i, j) ∈ A×A. Згiдно з означенням функцiї

x′ = ∆2
ijα1α2...α2n−1α2n..., y = f(x) = ∆A2

( 1
2
)[1−i]( 1

2
)j( 1

2
)[1−α1]( 1

2
)α2 ...( 1

2
)[1−α2n−1]( 1

2
)α2n ...

.

Тодi для x′ ∈ ∆2
ij очевидною є рiвнiсть

x′ = ∆2
ijα1α2...α2n−1α2n... =

i

2
+

j

22
+

1

22
x,

де x = ∆2
α1α2...α2n−1α2n... ∈ [0; 1], αi ∈ A, i ∈ N;

y′ = ∆A2

( 1
2
)[1−i]( 1

2
)j( 1

2
)[1−α1]( 1

2
)α2 ...( 1

2
)[1−α2n−1]( 1

2
)α2n ...

=
1

(12)
[1−i] + 1

( 1
2
)j+y

,

де y = ∆A2

( 1
2
)[1−α1]( 1

2
)α2 ...( 1

2
)[1−α2n−1]( 1

2
)α2n ...

∈ [12 ; 1], αi ∈ A, i ∈ N. Отже, довiльна точка графiка

є образом деякої точки графiка пiд дiєю перетворення gij . Таким чином, графiк функцiї f є
автомодельною множиною.

3 Прикiнцевi зауваження

Теорема 4. Функцiя, означена рiвнiстю

f̄(x) = f̄(∆2
α1α2...α2nα2n+1...) = ∆A2

( 1
2)

α1( 1
2)

[1−α2]...( 1
2)

α2n−1( 1
2)

[1−α2n]
...
, (4)

є неперервною строго зростаючою сингулярною функцiєю.
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Доведення. Дане твердження є очевидним в силу взаємозв’язку функцiї f̄ з функцiєю f :

f̄(x) = ω(f(x)),

де ω(x = ∆A2
a1a2...an...) = ∆A2

a2...an... =
1
x − a1(x) – оператор зсуву цифр ланцюгового зображення

чисел [7].

Зауваження 1. Функцiя, обернена до функцiї f̄ , є неперервною сингулярною функцiєю.

Зауваження 2. Для iнверсора цифр ланцюгового зображення має мiсце рiвнiсть:

I(∆A2

( 1
2
)α1 ( 1

2
)α2 ...( 1

2
)αn ...

) = ∆A2

( 1
2
)[1−α1]( 1

2
)[1−α2]...( 1

2
)[1−αn]...

= f(f̄−1(x)).

Таким чином, iнверсор I цифр ланцюгового A2-зображення чисел є композицiєю двох син-
гулярних функцiй (що не є взаємно оберненими функцiями) [11], a тому iнверсор є сингу-
лярною функцiєю.
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In this paper, we introduce and study a continuous function that projects the digits of the
classical binary representation of an arbitrary real number onto the digits of the continued
A2-representation with zero redundancy. The function is defined by

f(
∞∑

n=1

αn

2n
) = 1/2α1−1 + 1/2−α2 + 1/2α3−1 + 1/2−α4 + ...+ 1/2α2k−1−1 + 1/2−α2k + ...,

where αn ∈ {0; 1}. We justify the correctness of this definition, which is nontrivial because
some numbers possess two distinct binary expansions. Using the fact that almost all real
numbers have normal binary expansions, together with Lebesgue’s theorem on the derivati-
ve of continuous monotone functions, we show that the function f is singular. Here, a singular
function refers to a continuous, non-constant function whose derivative is equal to zero almost
everywhere with respect to the Lebesgue measure.

In addition, we reveal the relationship between the function f , the right-shift digit operator,
and inversor of digits of the A2-representation of numbers. Based on this relationship, we also
demonstrate the singularity of the inversor of digits of the A2-representation.


